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| Zadanie 1. Niech a,b,c > 0 oraz a + b + ¢ = 67. Udowodnij, ze

4 (a/a+bVb + ey/c) + a+ b+ c > 1000,

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwiagzanie: Rozwazmy funkcje

flx)y =23 x>0
Mamy
4
f(x) = 59572/3 > 0,
zatem funkcja f jest wypukta na (0, 00).

Z nieréwnosci Jensena dla trzech zmiennych otrzymujemy

fla)+ f(b) + f(e) a+b+c
)]

Stad
QM3 LB A s 3 (67>4/3.
3

Podstawiajac do lewej strony nieréwnosci z tredci zadania, dostajemy

4/3
4 (a4/3 Ty SE c4/3) 167>4-3 (637) + 67.

Obliczajac wartos¢ prawej strony, otrzymujemy

67\"/3
4-3 (3> + 67 ~ 1147 > 1000.

Zatem
4 (av/a+bVb+ e¥/c) +a+b+c > 1000,

co konczy dowdd.
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Zadanie 2. Okreslmy ciag a,, wzorami: a; = 1, a,+1 = a,+n+1 dla kazdej dodat-
niej liczby catkowitej n. Dodatnig liczbe catkowity &k nazwiemy chinskostrawng,
jesli liczba 8k + 1 jest kwadratem liczby catkowitej, a takze

I a

i=1, a; <k

jest kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
chinskostrawnych.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie: Ustalmy takie k, ze v/8k + 1 € Z. Udowodnimy najpierw, ze ist-
nieje taka liczba s, ze a;, = k. Zauwazmy, ze a, = 1 +2+ -+ +n = %
Liczba 8k + 1 jest nieparzysta, wigc potézmy 8k + 1 = (2t + 1)2. Proste obliczenia
pozwalaja stwierdzi¢, ze k = % Wystarczy wiec wziaé s = t. Zatem

1 ﬁ 1- 2 2-3 tt+1) () (t+1)
’i=1, alsk =1 2 2 2t
Wystarczy zatem wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich ¢, ze t;l jest
2
kwadratem liczby wymiernej. Niech ¢ + 1 = 222, Wéwczas t“ = (W%_l) , zatem

liczba ta jest faktycznie kwadratem. Poniewaz 8w +1 = (42* — 1)?, to
warunki zadania sg spetnione. ]

Tym zestawem zamykamy nie tylko 2025. rok, lecz rowniez serie zadan
publikowanych systematycznie przez nasz projekt.

Dzigkujemy wszystkim za udziat, poswigcony czas oraz matematyczne
zaangazowanie.
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