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Zadanie 1. Rozwiaza¢ w dodatnich liczbach rzeczywistych x,y, z uktad rownan:

ry + xy’s =2
yz + ayz? =2
2x + 2Pyz = 2

Autor zadania: Michatl Fronczek
Rozwigzanie: Dzielac zadane réwnania kolejno przez dodatnie x + zyz, y + xyz
i 2z 4+ xyz dostajemy:

2
y:
T + xyt
2
Ty tay:
Y
2
r=—"
z+ xyz

Rozwazy pewne rozwiazanie (z,vy,z) zadanego ukladu réwnan. Wezmy funkcje

fla) = e Jest to funkcja harmoniczna przesunigta w lewo (bo zyz>0) o
a—+ ryz
xyz. A zatem na przedziale liczb dodatnich rzeczywistych jest ona monotoniczna,

malejaca. Nasz uktad réwnan ma teraz forme:

= f(x)
z= f(y)
z = f(z)

Zat6zmy najpierw, ze x > y. Wtedy z faktu, ze f jest malejaca mamy f(x) < f(y)
czyli y < z. Teraz wiec f(y) > f(z) czyli z > x i ostatecznie f(z) < f(x) czyli
x < y. Sprzeczno$¢. Analogiczny problem znajdujemy gdy x < y. A zatem z = y i
idac dalej dla innych zmiennych dostajemy = = y = z. Podstawiajac to do jedengo
z réwnan wyjsciowych mamy:

242t =2

(> —1)- (22 4+2)=0

Czyli 22 = 1 lub 2% = —2, druga opcja jest oczywista sprzecznoscia (bo kwadrat
jest nieujemny), czyli 22 = 1 i skoro x > 0 to z = 1. Ostatecznie wiec ¥ = y =
z = 1. Pozostaje zauwazy¢, ze taka opcja spetnia warunki zadania.

Odpowiedz: r =y=2=1
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Zadanie 2. Znajdz wszystkie wielomiany P(z) o wspétcezynnikach catkowitych
takie, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n P(n) > 0 oraz P(P(n) + n)
jest liczba pierwsza.

Autor zadania: Michal Fronczek

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze jesli P miatby by¢ staly, to musi on by¢
liczba pierwsza. Taka opcja oczywiscie dziata. Zatézmy zatem, ze P nie jest state.
Po pierwsze zauwazmy, ze z warunkéw zadania mamy P(n) +n > 0, gdyz oba
sktadniki sumy sa na mocy zalozen dodatnie. Mamy wiec P(P(n) +n) > 0.

Istnieje fakt, ze dla wielomianu W o wspotczynnikach catkowitych oraz réznych
liczb catkowitych a i b, a —b dzieli P(a) — P(b). Wynika to z faktu, ze P(a) — P(b)
to tak na prawde suma wyrazen postaci a; - (a* — b') dla a; catkowitego, co ze
wzorow skroconego mnozenia jest podzielne przez a—b. Skoro P ma wspotezynniki
catkowite, to catkowite jest rowniez P(n), dalej P(n)+n i ostatecznie P(P(n)+n).
Mamy wiec, ze dla a = P(n) + n i b = n wyrazenie (P(n) + n) —n = P(n) dzieli
P(P(n)+n)—P(n). Ale P(n) dzieli P(n), czyli dostajemy, ze P(n) dzieli P(P(n)+
n). Z zatozenia jednak ten drugi ma by¢ liczba pierwsza, tym samym albo P(n) =
1, albo P(P(n)+n) = P(n). P nie jest staly, a zatem od pewnego momentu (idac
od 0 do +00) zacznie by¢ stale monotoniczny i dazy¢ do +oo lub —oo. Z zatozenia
jednak P(n) jest dodatnie, zatem druga opcja odpada. Istnieje zatem takie IV, ze
dla kazdegon > N P jest monotoniczny, rosnacy do nieskonczonosci, czyli wigkszy
od 1. WeZmy zatem n > N. Mamy wéwczas, ze P(n) > 1, czyli musi zachodzié
P(P(n) +n) = P(n). Mamy natomiast, ze P(n) > 0, czyli P(n) +n >n > N, a
zatem z monotonicznosci P(P(n)+n) > P(n), co z kolei jest sprzeczne z wczesniej
postawionym stwierdzeniem. Tym samym dla deg(P) > 0 dostaliSmy sprzeczno$¢.

Odpowiedz: P jest wielomianem stalym, rownym liczbie pierwsze;j.
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