ﬁe Rozwiagzania zadan

@, z 23.10.2025

MathLovers

| Zadanie 1. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej p > 3 zachodzi
P\ (p
p 1)

Bonus: Udowodnij, ze powyzsze wyrazenie jest podzielne przez wyzsza potege
p. Przez jaka najwyzsza?

p2

Autor zadania: Robert Rosczak
Rozwigzanie: Rozwazmy wielomian F'(z) = z(z — 1) ... (z — p + 2). Zauwazmy,
ze:

(i) - @ A =y (W S 1>>

Pozostaje wiec udowodni¢, ze wyrazenie w nawiase jest podzielne przez p. Za-
uwazmy, ze . Przypomnijmy sobie znany lemat, ze dla dowolnego wielomianu
catkowitego P i liczb catkowitych a,b zachodzi a — b | P(a) — P(b). W naszym
przypadku p | p> —p | F(p> — 1) — F(p — 1). Ponadto p { F(p — 1), wiec p dzieli
wyazenie w nawiasie, co nalezato udowodnic.
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ﬁe Rozwiagzania zadan

@, z 23.10.2025

MathLovers

| Zadanie 2. Udowodnij, ze dla a, b, c € [0, 1] zachodzi nieréwnoéé

Vabe + /(1 —a)(1 - b)(1 —¢) < 1.

Autor zadania: Robert Rosczak

Rozwigzanie:

Rozwigzanie 1.Podstawmy a = sin?ca, b = sin? 3, ¢ = sin®~ dla katéw o, 8,7 €
[0°,90°]. Mozemy przeksztatcié

\/Sil’l2 asin? Bsin? v + \/(1 —sin?)(1 — sin? B)(1 — sin?v) < 1.

7 jedynki trygonometrycznej podstawiamy

\/sin2 asin? fsin?y + \/0052 acos? Bcos?y < 1,
| sin awsin B siny| + | cos avcos 5 cosy| < 1,
sin acsin §siny + cos awcos S cosy < 1.

Wiemy, ze cos(a — #) = cos acos 5 + sin asin 5. Rozwazmy wiec dwa przypadki:

a) gdy siny < cos?.
sin avsin 8 siny + cos avcos B cos v < sin arsin 5 cosy + cos v cos f cosy =
= cosy(sinasin § + cosacosy) = cosycos(aw — B) < 1-1=1.
b) gdy cosy < sin~.
sin avsin 8sin~y + cos v cos f cosy < sin avsin [sin~y + cos avcos S siny =

= siny(sinasin § + cosacosy) =sinycos(aw — f) < 1-1=1.

Zatem nieréwno$¢ zachodzi dla dowolnych liczb a, b, ¢ € [0, 1].

Rozwigzanie 2. Jako ze abe € [0, 1], zachodzi nieréwnosé vabe < vabe. Mozemy
wiec szacowaé (analogicznie dla drugiego iloczynu):

Vabe + /(1 —a)(1 = b)(L — ¢) < Vabe + /(1 —a)(1 —b)(1 —c).

Teraz mozemy powotaé¢ sie dwukrotnie na nieréwno$¢ miedzy $rednig geome-
tryczng i arytmetyczna:

Vabe + /(1 —a)(1 —b)(1 - ¢) <

at+b+ec 1—a+1-0b4+1-—c¢
3 3 -

L,

co nalezalo wlasnie udowodnié.
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