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MathLovers

| Zadanie 1. Wykaz, ze jeéli dla dodatnich liczb catkowitych a, b i ¢ zachodzi
Va+vb=c, to aib sy kwadratami liczb catkowitych.

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwigzanie: Podnoszac zadane réwnanie stronami do kwadratu dostajemy

(Vas Vi) =<
a+2v/avb+b = ¢

Mamy, ze a, b i ¢ sa caltkowite, a zatem catkowite musi by¢ tez 2\/5\/1_), czyli
Vav/b jest wymierna.

Pomnézmy teraz réwnanie z tezy przez y/a. Dostajemy wtedy, ze a+ \/5\/5 = cy/a.
Mamy natomiast z wczeSniejszych obserwacji, ze lewa strona jest wymierna, taka
musi wiec by¢ i prawa. Jedli jednak a nie jest kwadratem liczby catkowitej (nie
moze by¢ kwadratem liczby wymiernej, bo a jest liczba catkowita), to wtedy cy/a
jest niewymierna. A zatem a musi by¢ kwadratem liczby catkowitej.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla b pokazujac, ze ono réwniez jest
kwadratem liczby catkowite;j.

To konczy dowod
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Zadanie 2. Liczby dodatnie z, y, z spetniaja réwnosé¢ z + y + 2z = 1 wykaz, ze
zachodzi
T2 44924222 22247 > +4-22 42242424722

2-(z+vy) + 2-(y+2) + 2-(z+x) >3

Autor zadania: Michal Fronczek

Rozwigzanie: Pokaze, ze kazdy z trzech utamkow sktadajacych sie na lewg strone
nierownosci jest nie mniejszy od 1. Dowdd przeprowadze dla pierwszego utamka,
pozostate dwa beda analogiczne.

Chcemy zatem pokazaé, ze

T2 +4-92 4222

>1
2-(x+vy)

Przemnazajac nier6wno$é stronami przez (dodatnie) 2(x + y), dostajemy
507 +4-24+2-22>2- (v +y)

Mamy ponadto

2@+y)=2(+y)-1=20@+y) - (+y+2) =
:2(x2+y2+2xy+yz+xz) = 22% + 2% + 4wy + 2yz + 2wz

Podstawiajac to zatem do dowodzonej nieréwnosci mamy, ze wystarczy pokazaé,
iz

T 2>+ 4y +2-2% > 20% + 2% + day + 2yz + 222

5.-224+2-y*+2- 2% —day — 2yz — 222 > 0
4oa —day+ P+ =2z + A2t — 202422 >0
(20 —y)* +(y—2)"+ (x—2)">0

Zachodzenie nieostrej nieréwnosci (=) oczywiscie jest prawda, gdyz kwadrat liczby
rzeczywistej jest nie mniejszy od 0. Ponadto by zaszta w tej nieréwnosci réwnosé
kazdy z kwadratow, a wiec i wyrazen podniesionych do kwadratu musiato by
byé¢ rowne 0. Z drugiego i trzeciego kwadratu wynika stad, ze y = z = x, czyli
w potaczeniu z zalozeniem x + y + 2z = 1 daje nam to, ze x = y = 2z = %
to jest jednak sprzeczne z pierwszym kwadratem, ktéry to wymusza y = 2z. A
zatem rowno$é zaj$¢ nie moze i pozostaje nam ostra nieréwnos$é. A wiec ta czesé
nierownosci zostata udowodniona.
Analogicznie dowodzimy to dla pozostatych dwéch utamkow, a to po zsumowaniu
daje teze.
To konczy dowod
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