ﬁe Rozwiagzania zadan

@, z 11.09.2025

MathLovers

Zadanie 1. Na tablicy napisane sg liczby 1,2,3...,2025. Scarlett i Antoni graja
w gre. Ruch polega na zamianie liczb:

(a,b,¢c) — (a+b—c, b+c—a, c+a—D).

Gre wygrywa gracz, po ktérego ruchu wszystkie liczby na tablicy beda jednakowe.
Zaczyna Scarlett. Rozstrzygnij kto ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie: Pokazemy, ze w te gre nie da si¢ wygrac.

Zalézmy nie wprost, iz sie da. Zauwazmy, ze suma wszystkich liczb w dowolnym
momencie gry jest stata, bowiem z liczb o sumie a+ b+ ¢ tworzymy liczby o sumie

a+b—c+b+c—a+ct+a—-b=a+b+ec

Wtedy suma wszystkich liczb to

2025 1
d on= 5 2025 (2025 + 1) = 2025 - 1013,

n=1

zatem chcemy, by wszystkie liczby na tablicy na koncu byty rowne 1013. Z drugiej
jednak strony, suma kwadratéw liczb na tablicy bedzie sie nie zmniejszaé, co
pokazemy ponizsza nieréwnoscia. Z sumy kwadratéw liczb a? + b% + ¢? tworzymy
(a+b—c)*+ (b+c—a)®+ (c+a—b)? zatem

(a+b—c)+(b+tc—a)P+(cta—0b?*—(a*+b*+c) =0
Uzywajac wzoru (z +y + 2)? = 2% + y? + 2% + 22y + 2y2 + 272z dostajemy:
(a® 4+ b* 4+ & + 2ab — 2bc — 2ac) + (a® + b* + ¢* — 2ab + 2bc — 2ac)+
+ (a* + b* + ¢ — 2ab — 2bc + 2ac) — (a* + b* +¢*) = 0
Upraszczajac:
2a* — 2ab + 2b* — 2ac — 2bc + 2¢* = (a — b)* + (b —¢)* + (c — a)* = 0.

Jezeli suma kwadratow jest niemalejaca, to najmniejsza mozliwa suma to

2025 1
Z n? = 5 2025 - 2026 - 5051 = 3453747525,
n=1
a pozadana suma kwadratéw to 2025 - 10132 = 2077992225, wtedy
2025
> n® > 202510137,
n=1
co jest sprzecznoécia, bo 322> n? miato by¢ najmniejsza suma kwadratow. |
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| Zadanie 2. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, vy, 2
takich, ze (z 4+ y)(y + 2)(z + ) # 0 prawdziwa jest nieréwnosé

(I+2*)(1+y%) | (I+y)A+2%) | (1+2%)(1+2%)
2(x +y) 2(y + 2) 2(z+x)

ZT+y+=z.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi

(1+a*)(1+b%) > (a+b)>

Rzeczywidcie, wymnazajac wszystkie nawiasy dostajemy nieréwnosé 14-a?b? > 2ab
prawdziwa dla dowolnych a,b. Stad

(14 22)(1 +y?) N (x +y)? _ Tty

2(x + ) 2z +y) 2

Podobnie ograniczamy pozostate dwa utamki. Dodajac stronami wszystkie uzy-
skane zaleznosci dostajemy teze. |
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