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il Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n takie, ze liczba

27L
n+1

jest kwadratem liczby catkowitej.

Bonus: Niech A bedzie zbiorem wszystkich dodatnich liczb catkowitych n > 2025

takich, ze liczba
27L

n+1

jest kwadratem liczby catkowitej oraz niech B bedzie zbiorem wszystkich dodat-
nich liczb catkowitych n > 2025 takich, ze liczba

22"
n+1

jest kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, ze zbiory A oraz B sa rozlaczne.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski
Rozwigzanie: Poniewaz liczba ;=5 jest catkowita, to n+ 1 | 2. Stad wynika, ze
n + 1 jest potega dwdéjki. Niech n —I— 1 =2% Wtedy

on 22“”—1

— — 22’“’—$—1
n+1 2 '

Liczba ta jest kwadratem jedynie gdy liczba 2% — 2 — 1 jest parzysta i nieujemna.
Stad wniosek, ze x jest nieparzyste. Ponadto 2* > z 4+ 1 dla > 0, wiec szukane
liczby to liczby postaci n = 2%+ — 1, gdzie k > 0 jest dowolng liczba catkowita.
|

Rozwigzanie bonusu: Jesli istnieje takie n, ze obie hczby =5 oraz =5 sa kwa-
dratami, to kwadratem réowniez jest ich iloczyn. Jest on rowny

on . 22" 22"+n
(n+1)2  (n+1)2

Stad wniosek, ze liczba 22" jest kwadratem, czyli liczba 2" +n jest parzysta, czyli
n jest parzyste. Jednak jak udowodniliSmy wezesniej, liczba =5 jest kwadratem
wytacznie dla parzystych n, co konczy dowdd. |
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| Zadanie 2. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Niech D, E, F beda spodkami
wysokosci z wierzchotkéw odpowiednio A, B, C'. Na boku BC' lezy punkt K. Niech
punkt L bedzie przecieciem EFF i AK. Wykazaé, ze $rodek okregu opisanego na
tréjkacie ABC' lezy na odcinku AK wtedy i tylko wtedy, gdy < E LA jest prosty.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski

Rozwiazanie: Niech punkt przeciecia wysokosci to H. Oznaczmy <BAD = «. Na
czworokacie AF'HE mozemy opisa¢ okrag, gdyz SJAFH + SAEH = 90° + 90° =
180°. Wtedy 4BAD = 4FAH = JFEH = «. Punkty O i H sg izogonalnie
sprzezone, zatem O lezy na AK wtedy i tylko wtedy, gdy 4BAH = JOAC = a.
Wtedy SLEH = 90° — «, czyli SELA = 180° — (90° — o) — a = 90°. |
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