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I Zadanie 1. Dany jest okrag o1 o $rodku O oraz jego srednica M N. Punkt P
lezy na tym okregu, prosta NP przecina w punkcie ) prosta k prostopadla
do $rednicy M N przechodzaca przez §rodek okregu. Punkt P’ jest odbiciem
punktu P wzgledem prostej k, zas punkt Q' to punkt przecigcia prostej NP’
z prosta k. Wiedzac, ze promien okregu o; ma dlugos¢ r, wyznacz iloczyn
0Q' - OQ w zaleznoéci od dlugoéci promienia.

Autor zadania: Maria Janyska
Rozwigzanie:
Pokazemy, ze poszukiwany iloczyn wynosi R2.

Skoro M'N to érednica, to oparte na niej katy sa proste, w tym <MPN.
Ponadto z symetrii w okregu 07 wynika, ze prosta M P przechodzi przez punkt
Q', punkty P,Q’', M sa wspétliniowe. Mozna przenie$é po tuku M P’ katy:
JONQ' = IMNP = 4MPP’, 7 kolei AQ'PQ jest prostokatny o wysokosci
opuszczonej z wierzcholtka przy kacie prostym PP’, co daje nam réwno$é
katéw SMPP' = 4Q'PP' = 4PQQ'".

Mamy wiec réwnosci katéw JONQ' = JOQN oraz wspélny kat prosty
INOQ dla AQ'ON i ANOQ, co daje podobienstwo tych tréjkatéw z réw-
nodci katéw. Mozemy wiec zapisa¢ odpowiednie stosunki dlugosci podstaw:

oN _ 0Q

0Q'  ON
0Q'-0Q = ON -ON = R?,

co nalezalto obliczyc¢.
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Zadanie 2. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wykazaé, ze istnieje okrag
w ukltadzie wspotrzednych, wewnatrz ktorego jest doktadnie n punktow kra-
towych (tzn. punktéw o obu wspélrzednych catkowitych).

Zrédto: Magazyn delta nr 1 2019

Rozwigzanie: Kazde dwa rézne punkty kraty Z? maja rézne odlegloéci od
punktu w = (\/5, %), tj. nie ma okregu o tym S$rodku przechodzacego przez
dwa lub wiecej punktow kraty.

Istotnie, niech a = (ay, ay), b = (b, by) € Z? i a # b. Jezeli |[a — w| = |b—w,

to . ) , . )
(az—\/i)2+(ay—3) z(bm—ﬁ) +(by—3) ;
czyli
ai—ai—bi—bj—;(ay—by)=2(aw—bgc)\/§.

Prawa strona jest wiec liczbg wymierna, zatem a, = b,, ale wéwczas

2 2
ai_bz_z}(ay_by):(ay_by)(ay+by_3>:0-

Jest to mozliwe jedynie, gdy a, = b,. Zatem a = b, sprzeczno$¢. Krata Z? jest
zbiorem przeliczalnym, wiec korzystajac z powyzszej obserwacji, wszystkie jej
elementy mozemy ustawi¢ w ciag

7* = {ay, az, as, ...} tak, ze |a; —w| < |a; +1 —w| dlai=1,2,....
Wéwecezas kolo otwarte

r€R?: |z —w| < |any1 — w|

zawiera wszystkie punkty kratowe al, a2, ...,a, i zadnych innych.
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