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I Zadanie 1. Dany jest trojkat ABC. Oznaczmy przez M i N érodki kolejno
bokéw AB i AC. Niech ponadto P bedzie srodkiem odcinka M N. Oznaczmy
przez G $érodek ciezkosci AABC. Wykaz, ze punkty A, P i G sa wspoélliniowe.
Uwaga! Srodek ciezkosci tréjkqta definiujemy jako przeciecie jego srodkowych

Autor zadania: Michat Fronczek

Rozwigzanie: Oznaczmy przez S $rodek odcinka BC. Wiemy zatem, ze AS
jest érodkowa w AABC, wedlug swojej definicji lezy na niej punkt G. A za-
tem A,G i S sa wspétliniowe. Mozemy zatem pozby¢ sie z naszej tezy G i

udowodnié¢, ze P réwniez lezy na $rodkowej AS.
AM AN

1
Zauwazmy, ze 15 —, a ponadto pélproste AB i AC' maja wspolny

B~ AC. 2
punkt A, a zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa otrzymu-
MN
jemy, ze odcinki M N i BC' sa réwnolegle. Ponadto BC 3 Teraz z definicji

MP IMN MN 1 AM

BS = %BC’ =50 —32° AB.PonadtoMP
i BS sa réwnolegle, bo sa to odcinki na réwnolegtych prostych M N i BC, a
zatem ponownie z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa dostajemy,
ze faktycznie punkty A, P i S sa wspoétliniowe. To za$ jak juz wiemy konczy
dowod.

punktéw P i S mamy, ze
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Zadanie 2. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba p* +4P tez jest
pierwsza.

Autor zadania: Michal Fronczek

Rozwigzanie: Bedziemy rozwaza¢ nasza liczbe z punktu widzenia reszt z
dzielenia przez 5. Sprawdzmy najpierw co sie dzieje, gdy p jest parzyste. Je-
dyna liczba pierwsza parzysta jest 2, a zatem p = 2. Wtedy jednak nasza
liczba z tezy jest rowna 32, co oczywidcie nie jest pierwsze. Zatem p musi by¢
nieparzysta. Rozwazmy jeszcze przypadek, gdy 5 dzieli p. Wiemy jednak, ze p
jest pierwsza, a zatem p = 5. Podstawiajac tak otrzymany wynik do wyraze-
nia z tezy dostajemy, ze jest ono réwne 1649. Mamy natomiast 1649 = 17-97,
wiec nie jest ona pierwsza. A zatem 5 nie dzieli p. Jedli teraz p daje reszte 1
z dzielenia przez 5, to p = 5k + 11 p* = 625k* + 500k> + 150k2 + 20k + 1,
a zatem daje reszte 1 z dzielenia przez 5. Podobnie rozpisujac dla p dajacego
reszty 2, 3, 4 z dzielenia przez 5 za kazdym razem okazuje sie, ze zawsze p*
daje reszte 1. Podnoszac 4 do kolejnych poteg okazuje sie, ze daje ono na
przemian reszty 1 i 4. Mamy bowiem, ze 4 daje reszte 4, 42 = 16 daje reszte
1, 43 = 64 daje znowu reszte 4 itd. W szczegdlnoéci reszta 4 przyjmowana
jest dla nieparzystych wykladnikéw. My zas wiemy, ze p jest nieparzysta, a
zatem 4P daje wladnie reszte 4 z dzielenia przez 5. Laczac teraz poprzednie
wyniki dochodzimy do wniosku, ze liczba p* + 47 daje reszte 1 + 4 = 5 czyli
0 z dzielenia przez 5, a zatem jest prze zen podzielna. Wiemy natomiast, ze
pt +4P > 3% 4+ 43 = 145 > 5, nie moze wiec by¢é pierwsza, gdyz ma dzielnik
pierwszy mniejszy od samej siebie. Tym samym przeszliSmy przez wszystkie
przypadki i w zadnym nie znalezliémy szukanej liczby p. Nie moze wiec ona
istnieé.
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