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MathLovers

I Zadanie 1. Niech czworokat ABDC' bedzie wpisany w okrag oraz niech X
to punkt przeciecia jego przekatnych. Udowodnij, ze

AB-AC < AX - (BC + AD,).
Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie: Z nieréwnosci trojkata wiemy, ze
AB< AX +XB oraz AC < AX + XC.

Przemnazajac te nieréwnosci stronami (gdzie wszystko jest dodatnie) otrzy-
mujemy

AB-AC < (AX+XB)-(AX+XC) = AX?4+AX-XB+AX-XC+BX-XC.
Zobaczmy, czym jest potega punktu:
Definicja 1 (potega punktu)

Potega punktu A wzgledem okregu o o §rodku O i promieniu r jest
liczba okreslona wzorem:

P(A,0) = |AO|2 — 72

gdzie |AO| to odleglo$¢ punktu A od srodka okregu O, a r to promient
okregu.

7Z tej definicji mozna otrzymaé ciekawe wlasciwosci.

Twierdzenie 1 (wlasciwosci potegi punktu)

e P(A,0) > 0 dla punktu A lezacego na zewnatrz okregu,
o P(A,0) =0 dla punktu A lezacego na okregu,

e P(A,0) <0 dla punktu A lezacego wewnatrz okregu.
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Twierdzenie 2 (wlasciwosci potegi punktu)

Niech A bedzie dowolnym punktem, a k& prosta przechodzaca przez A,
ktéra przecina okrag o w punktach B i C'. Wéwczas:

P(A,0) = |AB| - |AC).

Jesli A lezy na zewnatrz okregu, to P(A,0) = |AB|-|AC|; jesli A lezy
wewnatrz okregu, to P(4,0) = —|AB| - |AC|.
Jesli D jest punktem stycznosci prostej k z okregiem, to:

P(A,0) = |AD|?.

. J

Oznacza to, ze w naszym zadaniu
AX - XD =BX- -XC.
Podstawiajac do nieréwnosci:
AX?+AX-XB+AX-XC+BX-XC = AX?+AX-XB+AX-XC+AX-XD,
czyli
AB-AC < AX - (AX+ XD+ BX +XC)=AX - (AD + BC),

co nalezalo wykazac. |
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Zadanie 2. Nieskonczony ciag ai,as,... dodatnich liczb catkowitych na-

zwiemy buldozerskim, jesli spelnia warunek:
a; | a; <= j | )

dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych (7, j). Zbadaé, czy istnieje buldo-
zerski ciag.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski
Rozwiazanie: Przypusémy, ze a,, jest buldozerskim ciagiem. Zauwazmy, ze
1 | 2¢ dla kazdego i, wiec

-~-|a4|a2|a1 = a1 =203 =204 = ....

Poniewaz a; > 1 dla kazdego i, to ciag a1, as,aq,as,... jest od pewnego
momentu staly. Wezmy A tak duze, ze asn = aga+1. Zauwazmy, ze

22328 = agon | Gor = agann = 221|322

co daje sprzeczno$é i konczy dowdd. |
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