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. v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

|| Zadanie 1. Niech E bedzie dowolnym punktem na boku CD kwadratu
ABCD. Odcinki AC i BE przecinaja sie w F. Udowodnié, ze ortocentrum
trojkata ADF oraz punkty A, B, F' leza na jednym okregu.

Uwaga! Ortocentrum tréjkgta to miejsce przeciecia jego wysoko$ci, a dowolne
4 punkty X,Y, Z, T lezq na jednym okregu (w tej wlasnie kolejnosci) wtedy i
tylko wtedy, gdy XY Z + 9XTZ = 180° lub gdy I XZY = 4XTY.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwiazanie: Niech H bedzie danym ortocentrum. Proste AC, BD sa z
definicji prostopadte, wiec H lezy na BD. Rowniez z definicji proste FFH i
AD sa prostopadtle. Zatem

JABH = 4ABD = 45°,

a takze
JAFH =90° — 4DAF = 45°,

co konczy dowdd. [ ]
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I Zadanie 2. Udowodnij, ze dla catkowitego n > 1

=1 1 1 1 1
;nm*?ﬂ*nﬁ*nﬁ*”*(n_1)(nn—1+nn—2+nn—3+...+n+1)'

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwiagzanie: Niech n” = k. Przeksztalémy teze — uzyjmy wzoru skréconego
mnozenia:

(n—Dm" 1 4n" 240" 34 dnt+l)=n"-1=k—1
Zostaje pokazaé, ze
oo
> =
: k -

Zauwazmy, ze

m o1 fm—1 Lm—2 1 1 m—1 4
— = b+ —=—>

Pokazemy indukcyjnie, ze

Przypomnijmy czym jest Zasada Indukcji Matematycznej (Matematyka olim-
pijska — Algebra i teoria liczb, Adam Neugebauer, wyd. ze stycznia 2018 r.):

Niech X C N bedzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Za-
16zmy, ze spelnione sa warunki:

(B):1e X

M:keX=k+1leX
Woéwcezas X = N.
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[Baza indukcyjna] Sprawdzmy, czy dla m=1 zalezno$é¢ dziala:

(k—1)-1=k—1 (dziala).

Zalozenie indukcyjne| Zatézmy, ze dla pewnego m teza dziala. Wéwcezas:
Y) g
m—1
(k=1)> Kk =k"—1

=0

[Krok indukcyjny] Teza brzmi:

(k—1)> kK =k -1
=0

7. zalozenia:

m—1

(k—l)ikl: (k—l) Z kl—f-(k_].)km :km—l—l-(k—]_)km:k‘m—"_l—l

Teza zostala udowodniona. O

Wtedy

oraz
2’”: 1 e T
ok ko k-1 k-1
Kiedy m dazy do nieskonczonosci, mozemy to zapisa¢ jako:
1— 1

1. an .
mase kb — 1

Zapis lim oznacza granice, zakladamy, ze co$ do czegoé dazy (tutaj: m dazy do
nleskonczonowl) Zauwaz, ze kiedy m roénie, wtedy - 7w maleje. Gdy m — oo,
wtedy 7w — 0. Dlatego:

1— 2= 1

li -
s k—1 k-1

Co konczy dowdd. |

Strona 3 z 3



