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I Zadanie 1. Znajdz najwieksza taka liczbe calkowita n, ze majac 3 kola o
promieniu 1 da si¢ pokryé n% powierzchni kwadratu o boku 2.

Zrédlo: https://artofproblemsolving. com/community/c6t41772£6h3379823_three_
discs_of_radius_1_cannot_cover_entirely_a_square_surface_of_side_2
Wybér zadania: Robert Rosciak

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze trzy okregi nigdy nie przykryja calego kwa-
dratu. Jest tak poniewaz kazde z k6l moze przykry¢ maksymalnie jeden rog
kwadratu, lub jezeli jego érednica jest bok kwadratu, to przykryje dwa rogi,
ale pozostawi nieprzykryta przestrzen dowolnie blisko nich, wiec w efekcie be-
dzie trzeba przykry¢ te rogi po raz drugi. Powiedzmy, ze takie koto przykrywa
,p61” rogu. Jednak okregow jest 3, wiec sa w stanie przykry¢ maksymalnie 3
z 4 rogéw (wliczajac poléwki,) wiec zawsze bedzie istnial wycinek kwadratu
niezakryty przez kota.

Udowodnimy teraz, ze n = 99 dziala. Rozwazmy ulozenie:

Tak ulozone kota pokrywaja troche ponad 99.75% powierzchni kwadratu. Ob-
liczenia pozostawiamy jako ¢wiczenie dla czytelnika.
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Zadanie 2. Dana jest liczba pierwsza p > 3. Znajdz najmniejsza taka liczbe
catkowita n > 3, ze Symbole Newtona (}) dla k € {0,1,2,...,n} przyjmuja
doktadnie dwie rézne reszty modulo p.

Bonus: Znajdz wszystkie liczby catkowite n > 3 o tej wlasnosci.

Autor zadania: Robert Rosczak

Rozwigzanie: Rozwazmy n < p. Zauwazmy, ze (3) = 11 (]) = n. Jezeli
n<pton#1l (mod p), wiec szukane dwie reszty to 1 i n.

Rozwazmy (1) =n (mod p). Aby to zachodzilo musi zachodzi¢

n—1
2

=1 (mod p)
czyli n = 3 (poniewaz n < p.) Sprzecznosé. Pozostaje wiec () =1 (mod p).
Rozwazmy (%) =1 (mod p). Na mocy () =1 (mod p) mamy

n—2
3

=1 (mod p)

czylin =5 (poniewaz n < p.) Takie n jednak nie daje rozwiazania.
Rozwazmy (3) = n (mod p). Na mocy (3) =1 (mod p) i (}) = n (mod p)

mamy

n—2 1 n-1

3 " 2

czylin = —1 (mod p) Oznacza to, ze najmniejsze n potencjalnie spelniajace
warunki zadania to n = p — 1. Udowodnimy, ze to wystarczy.

(i) =0 (mod p)

Jest to znany fakt. Po roztozeniu wzorem jawnym w liczniku jest p w pierwszej
potedze, a w mianowniku nie wystepuje, wiec podzielno$¢ zachodzi. Wykorzy-
stamy to. Zauwazmy, ze

()= ()= () =0 eman

Oznacza to, ze dwa kolejne symbole Newtona daja przeciwne reszty modulo p.
Pozostaje zastosowaé prosta indukeje, by pokazaé, ze (P,') = (=1)F (mod p).
|

(mod p)

Sposdb 1: Zauwazmy, ze
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Sposéb 2: 7 Twierdzenia Wilsona wynika:
(p—1)!=-1 (mod p)

Wykorzystamy to. Rozlézmy symbol Newtona wzorem jawnym:

p—1\_ (p-D1! _ -1 _
( k )_k!(p—l—k;)!:k!(p—l—k)!:

p—1—k

= (71)% : H

i=1

-1
p—i

co konczy dowod.

Podpowiedz do bonusu: Wykorzystaj Twierdzenie Lucasa:
https://en.wikipedia.org/wiki/Lucas¥%27s_theorem
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