m Rozwigzania zadan
Tl 2 30.06.2025

’ v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

|| Zadanie 1. Znajdz najmniejsza liczbe catkowita nieujemng n, ze liczba
n?+n+41

jest ztozona.

Autor zadania: Robert Rosczak

Odpowiedz: n = 40.

Rozwigzanie: Ten wielomian jest znany jako Wielomian Eulera. Jego szcze-
gbélna wlasnoscig jest to, ze przyjmuje wartosci pierwsze dla n < 40. Dla
n = 40 mamy 402 4 40 + 41 = 412, wiec rozwiazaniem jest n = 40. Alter-
natywnie mozna sprawdzi¢ pierwszos¢ pierwszych 40 wyrazéw by otrzymad
wynik.

Strona 1z 3



m Rozwigzania zadan
Tl 2 30.06.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

I Zadanie 2. W klasie jest n chlopcéw i n dziewczyn. Znajdz najmniejsza taka
liczbe catkowita k taka, ze jezeli istnieje co najmniej k réznych par dzieci
réznych plci, ktore sie nawzajem znaja, to da sie polaczyé wszystkie dzieci
w pary tak, zeby sparowane osoby sie znaly i kazda osoba miala dokladnie
jednego partnera przeciwnej plci.

Autor zadania: Robert Rosczak

Odpowiedz: k =n? —n + 1.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jezeli k < n? —n, to pewien osobnik moze nie
zna¢ nikogo przeciwnej plci, w zwiazku z czym nie da si¢ spelni¢ warunkow
zadania. Udowodnimy teraz, ze n? — n + 1 wystarczy.

Sposadb 1: Zastosujemy indukcje. Udowodnimy, ze mozna znalez¢ takie 2 oso-
by, ktore posiadaja tacznie nie wiecej niz 2n — 2 znajomosci. Wtedy mozemy
zastosowaé zalozenie indukcyjne dla n—1, poniewaz wéréd pozostalych 2n —2
dzieci istnieje n2 —n+1-2n+2 = (n—1)?—(n—1)+1 znajomosci. Wybierzmy
dowolna osobe ktéra ma mniej niz n znajomych i dowolnego jej znajomego.
Ich laczna liczba znajomych to najwyzej (n — 1) + n zmniejszona o powtdrze-
nia, czyli ich wspélna znajomosé. Oznacza to, ze sparowanie ich usunie 2n — 2
znajomosci i mozna zastosowaé zatozenie indukcyjne na pozostate osoby, ckd.
Sposaéb 2: Rozwazmy eksperyment losowy: Dobierzmy pary losowo, bez wzgle-
du na to czy osoby sie znaja. Oznaczmy przez S; czy i-ta dziewczyna zna swo-
jego partnera. (Wtedy S; = 1, inaczej S; = 0.) Ponadto niech S = S1+...4+5,.
Naszym celem jest znalezienie takiego ustawienia, ze S = n. Obliczmy wartosé
oczekiwana S:

" n? - 1 2 _n+1 1
ElS] =S E[s] =S RS ==Y Lt ot =n—1+=
3 1=1

Poniewaz warto$é¢ oczekiwana to érednia wszystkich wartosci, to w szczegdl-
nosci musi istnie¢ wartos¢ nie mniejsza niz n — 1 + % Niech S,, bedzie taka
wartoscia. Poniewaz S przyjmuje tylko wartosci catkowite, to z .S, > n— 1—&—%
wynika, ze S > n, wiec .S, = n, co konczy dowdd.
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Sposéb 3: Na mocy Twierdzenia Halla, skojarzenie w grafie dwudzielnym
istnieje wtedy i tylko wtedy gdy kazda grupa m chtopcéw zna co najmniej
m réznych dziewczyn. Zaldézmy przeciwnie, ze dla pewnego m, istnieje gru-
pa chlopcow znajaca tylko m — 1 dziewczyn. Wtedy kazdy z nich nie zna
zadnej z pozostalych n + 1 — m dziewczyn, wigc mozemy oszacowac liczbe
nieistniejacych znajomosci przez

X>mn+1-—m)>n

Ostatnie przejscie jest rownowazne z n > m > 0. Oznacza to, ze aby warunek
Halla nie byl spelniony, to liczba krawedzi nie moze przekraczaé n? — n, czyli
dla k = n? —n + 1 na mocy Twierdzenia Halla istnieje skojarzenie.
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