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Zadanie 1. Wyznacz warto$¢ wyrazenia

NWD(135, 2025, 2070).

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie:

Sposob 1: Roztézmy wszystkie liczby na czynniki pierwsze. Otrzymujemy:
135 =3% .5,

2025 = (45%) = (32 -5)2 = 3% . 52,
2070 =2-3% .5 23.
Najwiekszym wspélnym dzielnikiem tych liczb jest zatem 45 = 32 - 5, gdyz:

135 = (37-5) -3,

2025 = (3% -5)-3%.5,
2070 = (3*-5) -2 23.

Sposob 2: Zgodnie z algorytmem Euklidesa:
NWD(a,b) = NWD(a,b — a).
Stosujac w zadaniu:
NWD(135, ,2070) = NWD(135, ,2070 — 2025) =

= NWD(135, ,2070) = NWD(135, 15, 45) = NWD(3- 45, 45) = 45

Odpowied?: NWD(135, 2025, 2070) = 45.
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Zadanie 2. Stas do kartezjanskiego ukladu wspoélrzednych wpisal punkty:
A=(0,7), B=(2,0), C =(12,1) oraz D = (13,9). Udowodnij, ze czworokat
ABCD ma pole réwne 87.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze czworokat ABC D mozemy bez problemu zmiesci¢ w prostoka-
cie o wymiarach 13 x 9.

Niech E = (0,0), F =(13,0), G =(0,9), F' =(12,0), F" = (13,1). Wtedy
tym prostokatem jest EF DG. Dla uproszczenia zapisu niech [F] oznacza pole
figury F. Zatem, patrzac na rysunek powyzej, jesteSmy w stanie stwierdzié,
ze:

[ABCD] = [EFDG] — [ABE| — [BCF'| = [CF'FF"] — [CDF") — [ADG] =

1 1 1 1
—13~9—5‘2'7—5‘1'10—1&—5'1-8—5'2&3—87.

Co koncezy dowdd.
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Zadanie 3. Niech a bedzie ustalona dodatnia liczbg catkowita. Na tablicy
napisane sa liczby 1, 2, 3. Co minute Bartek wybiera dwie dowolne liczby
z tablicy, oznaczmy je przez x, y, Sciera je i na ich miejsce wpisuje liczby
azx + ay oraz ax — ay. Znalezé wszystkie takie «, ze na tablicy moze pojawié¢
sie liczba 7.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze obie liczby ax + ay, ax — ay sa podzielne przez a. Aby wiec
jedna z nich byta réwna 7, to o musi by¢ dzielnikiem 7, czyli o musi by¢ réwne
1lub 7.

Dla a = 7, liczba 2a — o spetnia warunki zadania, a dla a = 1, mozemy otrzy-
mac¢ liczby 1, 1,5 przez wykonanie operacji na liczbach 2,3, po czym mozemy
doda¢ 5 do 1 aby uzyskaé 6, ktéra mozemy potem dodaé¢ do 1 i otrzymaé 7.

Podsumowujac, jedyne liczby spelniajace warunki zadania to o € {1, 7}.
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Zadanie 1. Tomek wybral sie na przejazdzke rowerowa. Y.acznie przejechat
28 km, przy czym pierwsza czesé drogi jechal po piasku z predkoscia 16%“7 a
druga po asfalcie z predkoscia 301%. Na calej trasie osiagnal predkosé¢ srednia
24kTm. Ile kilometréw jechal po piasku, a ile po asfalcie?

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwigzanie: WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:
s¢ - cala droga przebyta przez Tomka
s1 - dlugoéé drogi po piachu

so - dlugo$é drogi po asfalcie

t. - caly czas jazdy

t1 - czas przebycia pierwszego odcinka
to - czas przebycia drugiego odcinka
v1 - predkosé na pierwszym

v - predkosé na drugim odcinku

vgr - Srednia predkosé na calej trasie

Z definicji predkosci sredniej mamy
Se Se¢ 28 7

W takim razie .
t1+ty=t. = —.

Analogicznie z definicji predkosci $redniej dostajemy, ze:

Se S1 + 8o ’l)1t1 + 'UQtQ 16t1 + 30t2
24 = Vg = — = = = = ,

e L te I

. . . . . Z
czyli po przemnozeniu stronami przez

14 — 8t

28 = 16t7 + 30ty <= 30ty = 28 — 16t] <= t9 = 5

Podstawiajac to do wczesniejszego rownania dostajemy
T tiity=ty 4 2250
g ~hith=h T

Mnozac stronami przez 30 mamy

1
35:30t1+28—16t1<:>7:14t1<:>t1:§.
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o148t 14-8% 14-4 2
715 15 153
Ostatecznie: 1
51:U1t1:16'§:8
2
82:U2t2:30‘g:20

Odpowiedz: Tomek przejechal 8 km piaskiem i 20 km asfaltem
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Zadanie 2. Robert znalazl w swoim pokoju pewna liczbe pudetek z za-
patkami. W kazdym po 41 zapalek, ma tez kilka pustych. Postanowit zagraé
z Marysia w nastepujaca gre:

na poczatku ktada wszystkie pelne pudetka na stosie po lewej stronie, a puste
odkladaja na bok. Nastepnie na zmiane wykonujg ruchy. Kazdy gracz w
swoim ruchu ma do wyboru jedna z czterech operacji, ktéra wykona:

a) Zabiera do siebie ze stosu po lewej stronie jedno pudetko z zapaltkami.

b) Zabiera jedno pudelko ze stosu po lewej stronie, po czym wysypuje za-
wierajace sie w nim zapatki na kupke po prawej stronie, puste pudetko
odrzuca i jedna zapatke z tego stosu bierze do siebie.

¢) Zabiera ze stosu po prawej stronie 41 zapalek i pakuje je do pustego
pudetka, odktada na kupke po lewej stronie i z prawej kupki bierze jeszcze
jedna zapatke do siebie.

d) Zabiera do siebie jedna zapalke z prawej kupki.
Gre zaczyna Marysia. Wygrywa gracz, ktéry zabierze ostatnia zapatke. Okresl
w zaleznosci od liczby pelnych pudetek kto ma strategie wygrywajaca.

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwiagzanie: Zobaczmy, jak zmienia si¢ laczna liczba zapalek na lewym i
prawym stosie po kazdym ruchu z punktu widzenia podzielnoéci przez 2.

a) tutaj odrzucamy jedno pudelko, czyli 41.

b) przerzucenie czeéci zapalek z lewej kupki na prawa nas nie interesuje, bo
patrzymy naraz na dwie kupki. Wiec sumarycznie zmiana iloci jest o
jedna zapatke.

¢) Analogicznie jak w b) zmiana jest tylko o jedng zapalke.
d) Tu odrzucamy jedna zapalke z prawego stosu, wiec tez tyle wyniesie zmi-

ana.

Podsumowujac kazdy ruch zmienia parzystos¢ tacznej liczby zapatek na stosach.
Zauwazmy ponadto, ze jesli gracz A zmienil w swoim ruchu parzystosé tacznej
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liczby zapalek, to po ruchu gracza B parzysto$¢ ta wroci znowu do stanu
sprzed ruchu gracza A. Oznacza to ze A zawsze zmienia laczng ilo$¢ zapalek
z nieparzystej na parzysta, a B z parzystej na nieparzysta, albo odwrotnie.
Rozwazmy dwa przypadki:

1. Liczba pudetek zapatek jest nieparzysta.

Tutaj na poczatku mamy nieparzyscie wiele zapalek, wiec Maria w swoim
ruchu, jako ze zaczyna, zawsze bedzie zmieniaé taczna liczbe zapatek z nieparzys-
tej na parzysta, a Robert z parzystej na nieparzysta. Tak wiec tylko Maria
moze zmieni¢ taczng liczbe zapalek na 0, czyli wygra¢. Tak tez sie stanie, bo
zapalek jest skonczenie wiele i z kazdym ruchem maleje, wigc kiedy$ wreszcie
osiagnie 0, czyli gra sie skonczy, a musi wygrana Marii.

2. Liczba pudelek zapalek jest parzysta.

Tutaj przeprowadzamy rozumowanie analogiczne do 1., ale teraz to Robert
zmienia laczna liczbe zapalek z nieparzystej na parzysta, wiec to on wygra gre.

Odpowiedz Jesli pudelek zapatek bylo na poczatku nieparzyécie wiele wygra
Maria, w przeciwnym wypadku wygra Robert

Strona 4 z 4



m Rozwigzania zadan
T 2 1.05.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

Zadanie 1. Dany jest tréjkat ABC, ktérego wysokosci pozostaja w stosunku
20 : 15 : 12. Na boku AB (najkrétszym boku tréjkata ABC) zbudowano
tréjkat réwnoboczny ABD, gdzie punkt D jest po przeciwnej stronie prostej
AB niz punkt C. Poprowadzono odcinki laczace punkty C oraz D z punktem
E, ktory jest srodkiem odcinka AB. Obliczy¢ stosunek pola tréjkata ADFE do
pola tréjkata BCE.

Autor zadania: Scarlett Lafa
Rozwigzanie:

Odp.: 3v/3:8

Na poczatku sprawdZzmy, jakim tréjkatem jest ABC' (ostrokatnym, prosto-
katnym czy rozwartokatnym).

Oznaczmy boki tréjkata ABC jako a, b, ¢, a wysokosci trojkata ABC ozna-
czamy odpowiednio hg, hp, he.

1 1 1
PABC = 5(1}7,& = §ahb = iahc

Wiemy, ze najdhuzsza wysoko$é¢ w troj-

kacie opuszczona jest zawsze na jego
a najkrétszy bok.

Zalézmy tez bez straty ogdlnosci, ze

bok AC jest najdtuzszy.

W zwiazku z tym h¢ : hg : hy =

=20:15: 12, wiec zapiszmy

4 ‘ b 1 15—11)12—1 20
2a 33—2 m—2c T

Zapisalismy wysokoéci jako 15z, 12z i 20z, bo podany zostal tylko stosunek
dtugosci wysokosci - nie podano ich dlugoéci.
Skracamy %x i otrzymujemy:

15a = 12b = 20c.
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Wyrazmy diugosci bokéw wzgledem dlugosci jednego z nich (tutaj: a):

120 = 1ba 20c = 1ba
b 15 15
BT <~ 2"
) 3
b = 1° c = 40
Zauwazmy, ze
9 25
a2+02:a2+ﬁa2:1—6a2
oraz 5 95
b=~ v ="a
4a:> 6%

czyli b2 = a? + 2 i z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wy-
nika, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

C

Boki tréjkata ABC' pozostaja w sto-
sunku 3 : 4 : 5 = |AB| : |BC| : |AC|.
Oznaczmy wiec bok BC' jako 4y i bok
AB jako 3y.
Obliczmy pole tréjkata BCE:

2

1 3
PBCE:§'4y'§y:3y'

A i t B Znajac wlasciwosci tréjkata réwno-
bocznego obliczamy pole tréjkata
ADE (potowe pola tréjkata ABD):

(3y)>V3 _ 9*V3
4 8

1
Papr = 3

D

Obliczamy stosunek poél tréjkatdw:

2
Pape _ Lgﬁ _ 3%\/3 _ 3v3
Ppce 3y? 8 }MZ 8
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Zadanie 2. Rozstrzygnad, czy liczba
5335 — 3553
jest kwadratem liczby caltkowitej.

Autor zadania: Scarlett Lafa
Rozwigzanie:

Odp.: Liczba ta nie jest kwadratem liczby caltkowitej.

Kazda liczba bedaca kwadratem liczby calkowitej spelnia nastepne warunki:

(1) jest wigksza lub réwna zero,

(2) daje reszte 1 lub 0 z dzielenia przez 4.

Warunek (1) jest speliony, bo [53%% — 35%3| > 0.

Wprowadzmy nastepujaca definicje (zgodnie z ksiazka Matematyka olimpijska:
Algebra i teoria liczb autorstwa p. Adama Neugebauera):

Niech m > 1 bedzie ustalona liczba naturalna. Moéwimy, ze liczba
catkowita a przystaje do liczby calkowitej b modulo m, gdy
m | a — b. Zapisujemy to tak:

a=b (modm).

Relacje - =+ (mod m) nazywamy kongruencja modulo m (lub
wedlug modutu m).

Jasne jest, ze a = b (mod m) <= liczby a i b daja te sama reszte
z dzielenia przez m.

Ponadto prawdziwe sa zaleznosci:
(1) a=a (mod m),
(2) a=b (mod m) = b=a (mod m),

8) a=b (mod m)Ab=c (mod m) = a=c (modm),

Strona 3 z 4
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(4) a=b (modm)Ac=d (modm) = a+b=c+xd (modm),
(5) a=b (mod m)Ac=d (mod m) = ab=cd (mod m).
(6) a=b (mod m) = a™=b" (mod m).

Udowodnijmy teraz warunek (2):

a=0 (mod4)=a?>=02=0 (mod 4)

a=1 (mod 4) = a>=12=1 (mod 4)

a=2 (mod4) = a?=22=4=0 (mod 4)

a=3 (mod4) = a?=32=9=1 (mod 4)

Dlaczego sprawdziliSmy juz wszystkie kwadraty liczb calkowitych? Zauwazmy,
ze jedyne mozliwe reszty z dzielenia przez 4 to {1, 2, 3,4}.

Sprawdzmy, czy warunek (2) tez jest spelniony. Zauwazmy, ze
53% = (53'7)* oraz  (53'7)? =1 (mod 4),

poniewaz 5334 jest kwadratem liczby nieparzystej.

Zatem:
53%1.53 = 1-53 (mod 4)
53% = 53 (mod 4)
53% = 53 (mod 4)
53 = 5 (mod 4)
Analogicznie:

3592 = (3526)2 oraz 35°2 =1 (mod 4),

bo 35°2 jest kwadratem liczby catkowitej parzystej.

35°2.35 = 1-35 (mod 4)
35°% = 35 (mod 4)
35°% = 35=3 (mod 4)

Wiec:
|53% —35°%| = |5 — 3| =2 (mod 4).

W zwigzku z tym liczba |53%° — 35| nie moze by¢ kwadratem liczby calko-
witej.
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Zadanie 1. Dane sa dwie rézne liczby pierwsze p,q > 3. Udowodnij, ze ich
réznica jest liczbag parzysta.

Autor zadania: Robert Roséczak

Rozwigzanie: Zauwazmy ze liczby parzyste wigksze od 2 nie moga byé
pierwsze, poniewaz posiadaja dzielnik 2. Oznacza to, ze p,q muszg byc
nieparzyste. Roéznica dwoch liczb nieparzystych jest parzysta, co dowodzi
tezy zadania.

Strona 1z 3
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Zadanie 2. Dany jest okrag w o $rodku w punkcie O = (0,0) i promieniu 1 i
punkt A = (0,1). Punkt B lezy na osi OX, a punkt C to przecigcie odcinka
AB 7z okregiem w. Udowodnij, ze zachodzi

|AB| - |AC| =2
Autor zadania: Robert Rosczak

Rozwigzanie 1: Niech M oznacza $rodek odcinka AC zgodnie z podpowiedzig.
Wtedy podobne sa trojkaty

AMAO ~ ANOAB

Oznacza to, ze zachodzi stosunek bokow:

IMA|  |OA]
|AO| — |AB|

Poniewaz promieni okregu w jest réwny |OA| = 1, mamy:
|[MA|-|AB| =1

Poniewaz 2| M A| = |AC|, mamy:
|AC|- |AB| =2

Co bylo do udowodnienia.
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Rozwigzanie 2: Na mocy potegi punktu B wzgledem okregu w zachodzi
réwnoscé:
|BC|-|BA| = |BO* — |OAJ?
Na mocy Twierdzenia Pitagorasa zachodzi:
|BO|> = |AB|> — |AO]* = |AB|* — 1

Daje to:

|BC|-|BA| = |AB|* — 2

(IAB| - |BC]) - |AB| = 2

|AB|-|AC| =2

Co bylo do udowodnienia.

Rozwigzanie 3: Zauwazmy, ze punkt B jest obrazem punktu C' w inwersji
o $rodku w punkcie A i promieniu /2. Jest to prawda, poniewaz w tej inwersji
okrag w przeksztalca sie na 0§ OX, wiec obraz punktu C, ktéry jest na okregu
bedzie przecieciem pélprostej AC z obrazem tego okregu, czyli osia OX. Na
mocy definicji inwersji daje to:

|AC| - |AB| = (V2)* = 2.
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Zadanie 1. Sekwencje DNA sa stworzone z nukleotydow, z ktérych kazdy
nalezy do jednego z typéw A, T', C, GG. Kodon jest stworzony z 3 nukleotydéw,
a tancuch DNA jest stworzony z pewnej liczby kodonéw. ZnajdZ najmniejsza
taka liczbe n, ze w dowolnym tancuchu DNA skladajacym sie z n nukleotydéw
istnieja dwa identyczne kodony.

Autor zadania: Robert Rosczak

Rozwigzanie: Rozwazajac podpowiedz zauwazamy, ze wystarczy 5 nukle-
otydow, aby jeden z nich si¢ powtérzyt. Prowadzi to do wniosku, ktérym jest
Zasada Szufladkowa Drichleta. Skorzystamy z niej w pelnym rozwiazaniu.
Zauwazmy, ze kazdy z nukleotydéw mozna wybraé¢ na 4 sposoby, wiec jest
lacznie 4% = 64 réznych kodonéw. Pewien kodon sie powtérzy jezeli jest ich
co najmniej jeden wiecej w tancuchu, a wigc 65. Ponadto, kazdy kodon ma 3
nukleotydy, wiec ostateczna odpowiedz to n = 65 -3 = 195.

Strona 1
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Zadanie 2. Dana jest funkcja f. Wiadomo, ze f(1) = 3. Ponadto, dla dowol-
nych liczb z, y jest prawdziwa zaleznosé

f@)+y=fly) +a
Znajdz wzér funkeji f.

Autor zadania: Robert Rosczak

Rozwiazanie: Rozwazajac rownanie funkcyjne warto rozwazy¢é pewne spe-
cjalne przypadki, w szczegdlnodci takie, w ktérych réwnanie przyjmie prostsza
forme. Tutaj mozna wykorzysta¢ podstawienie y = 1, ktére upraszcza réwna-

nie do postaci
f@)+1=f1)+z

na mocy zalozenia f(1) = 3 upraszcza sie to do
flz)+1=3+=z

czyli f(z) = x + 2, co jest rozwiazaniem zadania.
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Zadanie 1. Maciej przebieg! trase dlugosci 18 km. Poczatkowo biegl réwnym
tempem, ale po pewnym czasie zmeczyl sie i zwolnit o 25% na pozostalg czesé
biegu. Gdy skonczyt biec, spojrzal na swéj smartwatch i dowiedzial sie, ze
wolniejszym tempem biegl dwa razy dluzej niz szybszym. Jaki dystans (w
kilometrach) pokonal Maciej zanim zwolnit?

Autor zadania: Maja Chlewicka

Rozwigzanie: Oznaczmy pierwotna predko$é Macieja (w k}—’l“) przez v, a przez
t czas (w godzinach), w jakim biegl szybszym tempem. Wtedy jego wolniejsza
predkosé jest réwna %v, a czas, ktéry spedzil biegnac tym tempem, jest réwny
2t. Calkowity dystans jaki przebiegl jest réwny sumie dwdch czeSciowych
dystanséw, wiec

3 5
18—v-t+zv'2t—§vt.
Zatem,
2 36
t=18- - = —
Y 5 5’

co jest dystansem przebiegnietym szybkim tempem.
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Zadanie 2. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba
2n+1 4 571,
jest liczba ztozona.

Zrédto zadania: VIII LO im. Wladystawa IV w Warszawie

Wybér zadania: Antonina Pajek

Rozwigzanie: Pokazemy, ze dla dowolnego catkowitego dodatniego n ta
liczba dzieli sie przez 3. Rozpatrzmy dwa przypadki:

a) n jest liczba parzysta, czyli n = 2k, k € N,

b) n nie jest liczba parzysta, czylin =2k + 1, k € N.

Zeby to zrobi¢, przypomnijmy sobie czym jest modulo. Tak jak w rozwiaza-
niach zadan z dnia 1.05.2025:

Niech m > 1 bedzie ustalona liczba naturalng. Méwimy, ze liczba
calkowita a przystaje do liczby catkowitej b modulo m, gdy
m | a — b. Zapisujemy to tak:

a=b (modm).

Relacje - = - (mod m) nazywamy kongruencja modulo m
(lub wedlug modutu m).

Jasne jest, ze a =b (mod m) < liczby a i b daja te samg reszte
z dzielenia przez m.

Ponadto prawdziwe sa zaleznosci:

e a=a (modm),

e a=b (mod m)=b=a (mod m),

e a=b (modm) AN b=c¢ (mod m)= a=c (modm),

e a=b (modm) Ac=d (modm) = axb=cEtd (modm),
e a=b (mod m) A ¢e=d (mod m) = ab=cd (mod m).
e a=b (mod m) = a" =b" (mod m).
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~—

N

Nasza liczba jest postaci 22#+1 + 52k Rozpatrzmy teraz poszczegdlne
reszty modulo 3 fragmentéw” tej liczby. Fragment 2281 = 4F . 2 daje
zawsze reszte 2 z dzielenia przez 3, dlatego, ze:

4k 2=4.2=8=2 (mod 3),
natomiast fragment 52¢ = 25* daje reszte 1, dlatego ze
25F =25 =1 (mod 3).
Zatem cata liczba daje reszte
22k+1 1 528 =924 1=0 (mod 3)
z dzielenia przez 3, wiec dla n parzystego ta liczba jest zlozona.

Nasza liczba przybiera postaé¢ 22¥+2 4 52k+1 Nasz pierwszy fragment
22k+2 — 4% . 4 daje reszte 1 z dzielenia przez 3, gdyz

4¥.4=4-4=16=1 (mod 3),
natomiast fragment 52¥T1 = 25 . 5 daje reszte 2 z dzielenia przez 3, bo
25%.5=25-5=1-2=2 (mod 3),

zatem tak jak w przypadku wyzej cala liczba daje reszte 0 z dzielenia
przez 3, wiec dla kazdego naturalnego n nieparzystego liczba ta jest
zlozona.

Podsumowujac, liczba ta jest ztozona dla dowolnego catkowitego dodatniego

UWAGA: zauwazmy, ze liczba ta nigdy nie bedzie rowna 3 poniewaz jej min-
imalna wartosé to 9, dla n = 1.
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Zadanie 1. Udowodnij, ze jeéli dla catkowitych dodatnich liczb a i b, a®+2b+1
oraz b® + 2a + 1 s kwadratami liczb catkowitych, to

a=nb.

Zrédto zadania: X OMG, zawody III stopnia

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maja Chlewicka
Rozwiazanie: Zal6zmy, ze nie sa réwne, wowczas albo a < b albo a > b. W
pierwszym przypadku mamy:

bV <b?+2a+1<b+2b+1=(b+1)>

W drugim przypadku analogicznie — w obu zatem jedna z liczb znajduje sie
pomiedzy kolejnymi kwadratami, wiec sama nie moze by¢ kwadratem. Otrzy-
mana sprzeczno$¢ konczy rozwiagzanie. ]
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Zadanie 2. Wykaz, ze liczba 26"*+1 4 327+2 jest podzielna przez 11.

Zrédto zadania: Podréze matematyczne
Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Antonina Pajek
Rozwiazanie: Baza indukcji: n = 0; nasza liczba przybiera postacé:

21 + 32 = 11, teza dziala.
Zalozenie indukeyjne: teza zachodzi dla n = k (k calkowite dodatnie):
Qbk+1 4 32k+2
Krok Indukcyjny: dowodze, ze teza zachodzi dla n = k + 1, otrzymuje
26k+7 + 32k+4 — 64 . 26k+1 _|_ 9 . 32k+4 — 9 . (2(371,+l 4 32n+2> + 55 . 267‘L+1

Teraz wiemy, ze czesé zaznaczona na zielono jest podzielna przez 11 na mocy
zalozenia indukcyjnego, a czes¢ zaznaczona na niebiesko jest podzielna na 11
bo 11 dzieli 55. |

Strona 2 z 2



m Rozwigzania zadan
Tl 2 19.05.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite m,n spel-
niajace
3"?7, + 571, — 20252025.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie:

Sposdb 1: Zauwazmy, ze skoro m,n > 0, to jedyna liczba pierwsza dzielaca
3™ to 3, w szczegblnosci liczba ta nie jest podzielna przez 2. Podobnie 2 nie
jest dzielnikiem 5", czyli obie te liczby sa nieparzyste. Zatem ich suma jest
parzysta, jednak 20252°2% jest nieparzyste, a to daje sprzecznosé, wiec takie
liczby nie istnieja. ]

Sposob 2: Zauwazmy, ze obie liczby 3™, 20252925 s3 podzielne przez 3, jednak
jedyna liczba pierwsza dzielaca 5™ to 5, wiec lewa strona réwnania nie jest
podzielna przez 3, a prawa jest. To daje sprzecznosé. |
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Problem 2. Let ABC be a triangle. Point D is the intersection of side AB
with the angle bisector of $ACB. Points F and F are the orthogonal projec-
tions from point D onto lines AC' and BC', respectively. Prove that CE = CF.

W dzisiejszych czasach matematyka i angielski to kluczowe umiejetnosci. Uczac
sie matematyki po angielsku, zyskujemy dostep do globalnej wiedzy i nowych
mozliwoéci. Dlatego przedstawiam to zadanie zadanie i do niego liste stéw:

triangle trojkat angle bisector dwusieczna kata
side bok intersection punkt przeciecia
angle kat is equal to/equals jest rowny
line prosta orthogonal projection  rzut prostokatny
prove udowodnij

Rozwigzanie w jezyku polskim dostepne jest na kolejnej stronie

Author of the problem: Tomasz Kossakowski

Solution:

Method 1: Note that ADEC = ADFC by the Angle-Side-Angle (ASA)
congruence criterion: ECD = JFCD = o, DC = DC, and <CDE =
JCDF =90° — «, hence CE = CF.

Method 2: Let AC = z, BC =y, AD = ', BD = 4/, and let the height of
triangle ABC dropped onto side AB be h (the figure is on the next page).
From the angle bisector theorem:

r
= 1
=7 1)
We also calculate the ratio of the areas of triangles ABC and BDC:
Pipc 3AD-h o Pipc 3AC-DE z DE
= = — oraz = =——.
Pgpc  §BD-h Pgpc  iBC-DF y DF

Combining equality (1) with the area ratios:

PADC o :Z?l X x DFE

Pppc vy y y DF’
hence DE = DF'. From the Angle-Side-Angle congruence criterion: ADEC =
ADFC, because SCDE = SFDC = 90° — «, DE = DF and SCED =
JCFD = 90°, hence CE = CF. [ |

i

Strona 2 z 6



m Rozwigzania zadan
Tl 2 19.05.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest przecieciem boku AB z
dwusieczng kata SACB. Punkty E, F sa rzutami punktu D odpowiednio na
proste AC' i BC. Udowodnij, ze CE = CF.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie:

A ! /Dy B

Sposéb 1: Zauwazmy, ze ADEC = ADFC z mocy cechy kat-bok-kat: SECD =
JFCD = a, DC = DC oraz SJCDE = SCDF = 90° — «, czyli CE = CF.

Sposéb 2: Niech AC = x, BC =y, AD = 2/, BD = 3’ oraz niech wysoko$¢
trojkata ABC opuszczona na bok AB to h.

7 twierdzenia o dwusiecznej:
/

T
Z =, 92
L= @
Policzmy takze stosunek pél tréjkatéw ADC i BDC:
Pipc  3AD-h o Pipc 3AC-DE z DE
= = — oraz = =— —.
Pgpc  §BD-h ¥ Pgpc  iBC-DF y DF

Laczac réwnosé (2) ze stosunkami pol:

Pipc 2 = x DE

Pgpc Y

czyli DE = DF.
Z cechy kat-bok-kat: ADEC = ADFC, gdyz S9CDE = SFDC =90° — a,
DE = DF oraz SCED = 4CFD = 90°, czyli CE = CF. |
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Zadanie 3*. Dane sg liczby dodatnie a, b takie, ze a > b > 3. Rozstrzygnaé,
ktéra z ponizszych liczb jest wigksza:

a O b
Uzasadnié, dlaczego tak jest.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwiazanie: Rozwazmy funkcje

f(z) = 2+ dlaz > 0.

Oto jej wykres:

f(x) —
1.5 ¢
1 4
0.5 1
1 :I:u
2 4 6 8 10 12
Policzmy pochodna;:
d
@) = — («*) (3)
Na poczatku niech .
Y= f(ZL') =7,

wtedy .
Iny =1In (a:%> <~ hy=—--Inz.
x
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Policzmy pochodng z obu stron:

d d (1
a(lny) =% <x -1nx> .

Wiemy, ze
4 Iny = 1.dy —1In —
dz Ty A AT
oraz 4 dg(a) ah(z)
d _dg(z x
() b)) = L nw) + gla) o
Wtedy:
1 dy 1 1 ~1
Sl A |
y de z =z T z2
dy 1 —
& _ el |
dz (ac P ) ’
ale zalozylidmy, ze y = f(x) = z=, wiec
dy 1 1—Inx
= :I/‘_E .
dx x?
Mamy nasza pochodna. Jej wykres wyglada tak:
d
7.}8(‘%) 1
NE _x;_(1—zl§x)
1.5 1
1 41
0.5 1
1 ‘T |
2 4 6 8
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Kiedy ta pochodna przyjmuje wartosé 07

1 1—-Inz
() 2

Wtedy, gdy jeden z ponizszych czynnikéw zeruje sie.

8=

zz =0 1—-Inx

Wartosé funkeji f(z) = /= = 0 tyl- z?

ko wtedy, gdy = = 0, gdyz pierwia- Tak jak juz stwierdziliémy wczesniej,
stek dowolnego, niezerowego stopnia = > 0, czyli x # 0 < 22 # 0. Wtedy:
z liczby dodatniej jest dodatni. Ale

=0

0 # 0, bo funkcja f jest okreslona l-lnz=0&Inz=1
tylko dla z > 0. W tym przypadku In o 1
e’ =e Srx=e.
SR
1 (1—11158)
zr | —5— | =0=ux=ce¢
T

Skoro pochodna ma tylko jedno miejsce zerowe, oznacza to, ze dla x > e
bedzie albo zawsze ujemna, albo zawsze dodatnia. Dla jakich x bedzie ona

ujemna?
1—Inz
~~ T

>0

8=

1—Inz
2
=~

>0
l-lnr<0<«<=lhnr>1<=x>e¢

<0

Jezeli pochodna funkcji jest ujemna w przedziale (e;+00), to funkcja pier-
wotna jest $ciSle malejaca w przedziale (e; +00), w szczegdlnosci w przedziale
[3;400). Oznacza to, ze dla a > b > 3:

as < bb.
Podniesmy obie strony do (dodatniej) potegi ab (i nie zmieniamy znaku nie-
réwnosci):

ab ab

ae <bb

a® < b

I wlaénie rozwiazaliémy zadanie. |
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Zadanie 1. Oblicz sume katéw |JACE|, |[<BDA|, |9CEB|, |<DAC]| i
|SEBD|.

B C

Zroédto zadania: Wojew6dzki Konkurs Przedmiotowy z Matematyki (Lédzkie
Kuratorium O$wiaty), Edycja 2020/2021, Etap Rejonowy
Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Grzegorz Rudnicki

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze suma E
miar katéw wewnetrznych w piecioka-
cie utworzonym przez proste AC, C'E,

EB, BD, i DA jest stala i réwna
540°, za$ sumy miar katéw w zbu-

D
dowanych na jego bokach tréjkatach (
sa réwne 180°. Katy przy podstawach A '
sa przylegle do odpowiednich katéw "
pieciokata, zatem ich suma wynosi l

2-(5-180° — 540°) = 2-360° = 720°.
Szukamy sumy pozostatych katéow w
trojkatach, ktéra jest réwna 5-180° —
720° = 180°. B C
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Zadanie 2. Pewna cywilizacja gwiezdna oglosita przetarg na polaczenie
gwiazd gwiazdozbioru Oriona kosmostradami. Warunkiem postawionym w
przetargu jest to, aby mozna bylo wréci¢ do punktu poczatkowego korzys-
tajac z kazdej z nich dokladnie raz. Ponizej przedstawiono projekt przygo-
towany przez mieszkaficow planety Ziemia (oparty na tradycyjnym dla nich
przedstawieniem tej konstelacji). Niestety projekt nie spelnia postawionego
warunku. Ile co najmnniej kosmostrad powinni jeszcze zaprojektowaé ziemscy
inzynierowie, aby ich projekt mial szanse na realizacje?

Autor zadania: Grzegorz Rudnicki

Rozwigzanie: Zeby mozliwe bylo takie przejécie przez kosmostrady, do
kazdej gwiazdy musi prowadzi¢ parzysta ich liczba (zaczynamy od pewnej
z nich i za kazdym razem, gdy odwiedzamy jedna z gwiazd uzywamy dwoch
drég, koriczymy wracajac do poczatkowej gwiazdy.) Nieparzysta ilo$é kos-
mostrad wychodzi z 10 gwiazd, zatem wystarczy polaczy¢ parami po dwie z
nich, budujac 5 kosmostrad.
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Zadanie 1. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych x réwnanie

2025x — 2024x + 2023x — 20222 + ... + 3x — 2x +x = 0.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski
Rozwigzanie: Dane wyrazenie mozemy przepisaé¢ jako

(20252 — 2024x) + (2023x — 2022z) +...+ B3z —2z)+r =+ +
Zatem dla pewnej liczby catkowitej n > 0 mamy
nx = 0.

Skoro n > 0, to z = 0 i jest to jedyne rozwigzanie.
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Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnego ¢,n € Z, a;,b;, k € Z:
(@3 + Kb3) (03 + kE3) (03 + K3) ... (a2 + b)) = 22 + ey,

gdzie z,y € Z.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie: Na poczatek zauwazmy, ze dla dowolnych liczb a,b,c,d, k € Z

(a® 4+ kb?)(c* + kd?) = a*c* + ka*d® + kb*c® + kb2 d? =
= (ac)? + k(ad)? + k(bc)* + (kbd)? — 2abed - k + 2abed - k =
= (ac)? — 2abed - k + (kbd)? + k ((ad)2 + 2abcd + (bc)2> =
= (ac — kbd)* 4 k(ad + bc)* = X2 + kY2 (1)

Zauwazmy, ze X, Y € Z, gdyz X = ac — kbd, ktére jest catkowite oraz ¥ =
ad + be, ktore tez jest catkowite.
Mozna z tego wywnioskowaé, ze (a3 +kb?) (a3 + kb3) bedzie postaci X2 +kY?,
ponadto mnozac jednomiany postaci X2 + kY2 zawsze uzyskamy jednomian
typu X2 + kY 2. Oznacza to, ze

(a2 + kb?) (a3 + kb3) (a2 + kb2) ... (a? + kb?) = A? + kB2

Teraz zastanéwmy sie, czym jest potegowanie (z wykladnikiem caltkowitym
dodatnim). Potegowanie to nic innego jak mnozenie czynnika wielokrotnie
przez samego siebie. Oznacza to, ze (A2 + kB2)" tez bedzie postaci 2% + ky?,
a poniewaz kazda z liczb a;, b; bylta catkowita, to A i B tez sa calkowite, a to
oznacza, ze x, iy roOwniez sa caltkowite. |
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Zadanie 1. Do pewnego basenu prowadza dwie rury doptywowe oraz jeden
spust. Pierwsza rura napelnia caly basen w 3 godziny, druga w 4 godziny, zas
spust oproznia pelny basen do potowy w 6 godzin. Ile czasu zajmie napelnienie
pustego basenu, jesli jednoczesnie dziataé¢ beda obie rury doptywowe i spust?

Autor zadania: Michal Fronczek

Rozwiazanie: Z powyzszych danych wynika, ze w ciagu jednej godziny pier-
wsza rura napelni % basenu, druga zas %. Spust oprdznia caly basen w 12
godzin, czyli oprézni % basenu w ciagu godziny. Tak wiec razem w ciggu
godziny napelnione zostanie % + i - L= % basenu, czyli caly basen zostanie

12
napetniony w 2 godziny.

Strona 1 z 2



m Rozwiagzania zadan
T 2 26.05.2025
' v Nastepnych zadan mozecie

spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

MathLovers

Zadanie 2. Dane sa takie dodatnie liczby a, b, c, ze % + % + % = 1 Wykaz,
ze zachodzi réwniez
1 1 1 <

1
a+b+b—|—c+c+a 2

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwigzanie: Mnozac stronami dang w tezie nieréwno$¢ dostajemy

2 n 2 . 2
at+b b+c ct+a

Tu za$ stosujac nieréwnos¢ miedzy srednig harmoniczng a arytmetyczng dosta-
jemy:
2 2 2 2
a+b + b+c + ct+a +
() G )

1,1 1,1 1.1 1,111 .11
catp pte ete _atptytetery 11 1
- 2 2 2 2 a b
To konczy dowod

|
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MathLovers PO ) !

Zadanie 1. Na spotkanie rady rodzicow przyszlo 6 mam: Alicja, Beata,
Celina, Dorota, Emilia i Florentyna. Rozmawiajac, ustalily, ze zadna z nich
nie ma tyle samo dzieci co inna, zadna nie ma wiecej niz 9 dzieci, oraz ze razem
maja 38 dzieci. Ponadto Florentyna ma wiecej dzieci niz Emilia, ktéra ma
wiecej dzieci niz Dorota, ktéra ma wiecej dzieci niz Celina, ktéra ma wiecej
dzieci niz Beata, ktéra ma wiecej dzieci niz Alicja, ktéra ma najmniej dzieci.
Ile dzieci ma kazda z nich?

Autor zadania: Grzegorz Rudnicki

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze Florentyna musi mie¢ 9 dzieci (w przeciwnym
wypadku kobiety miatyby razem maksymalnie 34+4+54+6+7+8 = 33 < 38
dzieci). Zostaje 29 dzieci, zatem analogicznie Emilia musi mieé¢ 8 dzieci, potem
Dorota 7, a Celina 6. Zostaje 38 —9 — 8 — 7 — 6 = 8 dzieci, zatem, poniewaz
Beata ma wiecej dzieci niz Alicja, Beata ma 5 dzieci a Alicja 3.
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Zadanie 1. Ogrodnik kupit 9 drzewek i chce je posadzi¢ w ogrodzie w takie
sposob, zeby tworzyly dokltadnie 9 rzedéw. Przez rzad drzewek rozumiemy
co najmniej trzy drzewka stojace wzdtuz linii prostej. Czy potrafisz doradzié
ogrodnikowi, jak to zrobi¢?

Zrédto: 100 zadari z blyskiem, Edward Piegat, Zbigniew Romanowicz, Dol-
noslaskie Wydawnictwo Edukacyjne 1997

Wybér zadania: Scarlett Lafa

Rozwigzanie:

Mozna poda¢ inne rozwiazania.
Uwaga. Jest to odmiana innego zadania, ktérego rozwiazanie ilustruje poniz-
szy rysunek: posadzi¢ 9 drzewek tak, aby tworzyly 10 rzedéw po trzy drzewka.
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I Zadanie 2. Kolejka w lunaparku jezdzi w koétko po szynach, ktére tworza
dwa wspoétsrodkowe okregi. Kazde koto wagonika ma promien ditugosci 20
cm. Zewnetrzne koto podczas jednego pelnego okrazenia wykonuje o 4 pelne
obroty wigcej niz wewnetrzne. Jaki jest rozstaw szyn kolejki?

Zrédto: Matematyka. Zbiér zadar konkursowych dla klas 7-8 szkoly podsta-
wowej cze$¢ 1, Jerzy Janowicz, GWO 2017

Wybér zadania: Scarlett Lafa

Rozwigzanie: Oznaczmy promien wewnetrznego okregu przez r, a zewnetrz-
nego — przez R. Wéwczas

2rR — 2mr = 4 - 27 - 20.

Stad R — r = 80. Szukany rozstaw szyn jest zatem réwny 80 cm.

Strona 2 z 2



Rozwigzania zadan
ﬁa z 1.06.2025
(dnia Dziecka)

> Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

|| Zadanie 1. Jad i Malgosia organizuja piknik z okazji dnia Dziecka. Ja$ twier-
dzi, ze wiecej 0sOb zmiesci sie na jego dwoch kwadratowych kocach o wy-
miarach a X a 1 b X b; a Malgosia, ze wiecej osob zmiesci sie na jej dwdch
prostokatnych kocach o wymiarach a x b. Ktére z dzieci ma racje? Przyjmij,
ze a # b.

Autor zadania: Grzegorz Rudnicki
Rozwigzanie: Pokazemy, ze wigcej osob zmiesci si¢ na kocach Jasia. Przy-
pu$émy, ze tak nie jest. Wtedy:

a® + b < 2ab,

czyli
a®>—2ab+ b = (a+b)?><0,

co nie zachodzi dla a # b. Sprzeczno$é, zatem Ja$ ma racje.
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MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

I Zadanie 2. Na pikniku Jas i Malgosia graja w nastepujaca gre: Jas losuje
jedna karte (ze standardowej talii 52 kart) i zatrzymuje ja dla siebie. Nastepnie
Malgosia losuje jedng karte z pozostatych 51 kart, i, jezeli ma ona wieksza
wartos¢ niz karta Jasia, wygrywa, w przeciwnym razie za$ przegrywa. Jakie
jest prawdopodobienstwo wygranej Malgosi? Wartoééi kart od najnizszej do
najwyzszej to: 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K, A

Autor zadania: Grzegorz Rudnicki

Rozwiagzanie: Zauwazmy, ze prawdopodobiefistwo wyciagniecia przez Jasia
karty o kazdej wartosci jest takie samo i wynosi 1—13 Jezeli Jag wyciagnie Asa,
Malgosia przegrywa. Jezeli wyciagnie Kréla, Malgosia wygra w ;—1 przypad-
kéw. Jezeli wyciagnie Dame, Malgosia wygra w % przypadkéw, i tak dalej.

Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi

1 iél(n—l)_é
13 &~ 51 17

b
Symbol Z ... oznacza sume wyrazen na prawo od symbolu obliczonych dla

n=a
5

wszystkich naturalnych n € (a;b), np. Z n? =12 4+22 4+3%2 4+ 42+ 52 =55.

n=1
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m Rozwigzania zadan
T 7 2.05.2025

’ v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Zadanie 1. Dane sg liczby rzeczywiste x, y, dla ktérych zachodza

r+y=28
zy =11

Oblicz warto$é wyrazenia 3 + y3.

Autor zadania: Maria Janyska
Rozwigzanie:
Sposéb 1: Zauwazmy, ze wyrazenie x> +y> mozna zapisaé réwniez jako iloczyn
(x +y)(z? — 2y +y?). Mozemy podstawié¢ znane wartoéci z +y = 8 i zy = 11.
Zatem mamy

2 4y =8(x? + 9% —11).

Pozostaje znalezé¢ wartoéé wyrazenia 2 + y2. Zapiszmy jako kwadrat sumy i
podstawmy znane wartosci:

(z+y)* =2 +y* + 22y
82 =22 +9y*+2-8
2?4 y? =42
Zatem mozemy uzupelni¢ poszukiwang wartos¢:
2 +y? =8(42 - 11)
2% 4 y3 = 248,

co wlasnie nalezalo znalez¢.
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m Rozwigzania zadan
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’ v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Sposdb 2: Mozemy wyznaczy¢ z pierwszego réwnania warto$é y i podstawiaé
ja do drugiego réwnania. Bedzie ono réwnaniem kwadratowym, ktére nalezy
rozwigzad.

y=8—=x

(8 —xz) =11
—2?+8r—11=0
Obliczmy wyréznik réwnania
A=8—4.(=1)-(~11) =64 — 44 =20
- 2
y1=8-(4—V5)=4+5

—8— 2
96227872\/»07332:4-&-\/5
y=8—(4+V5)=4-5

Zauwazmy, ze T1 = Yo 1 o = y1. Zatem wystarczy nam policzy¢ sume sze-
Scianow tylko dla jednej pary wyznaczonych z, y.

xr1 =

B+ =4 —-VE)P+(4+V5)3 =
834254345 — 5 +43+3-5 =128 + 120 = 248,

co nalezalo wtasnie obliczy¢.
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m Rozwiagzania zadan
T z 2.05.2025

. v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

I Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy da sie pokry¢ prostokatna tablice o wymiarach
10 x 10 pionowymi i poziomymi klockami 1 x 4 tak, aby klocki pokryly cala
tablice i aby sie nie pokrywaly.

Zrédto zadania: Kwadrat nr 13, Gazetka Olimpiady Matematycznej Gim-
nazjalistéw, wrzesien 2014

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maria Janyska

Rozwigzanie:

Sposdb 1: Pokolorujmy kwadrat jak na ponizszym rysunku. Kazdy klocek 1 x4
zajmuje dokladnie jedno kolorowe pole. Takich pdl jest 26. Aby wiec pokryé
szachownice, nalezy uzyé¢ 26 klockéow. Jednak do jej pokrycia potrzebnych
jest dokladnie %0 = 25 klockéw. Dochodzimy do sprzecznoéci, odpowiedz na

4
pytanie postawione w zadaniu jest wiec negatywna.
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m Rozwiagzania zadan
T 7 2.05.2025
' v Nastepnych zadan mozecie

MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Sposéb 2: Rozwazmy kolorowanie pokazane na ponizszym rysunku. Kazdy
klocek pokrywa dwa kolorowe pola i dwa biale pola, wiec wszystkie klocki po-
winny pokrywaé tacznie te sama liczbe biatych i kolorowych pol. Tymeczasem
kwadrat zawiera 52 pola kolorowe oraz 48 pdl bialych. Dochodzimy wiec znéw
do wniosku, ze nie istnieje zadane pokrycie.
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m Rozwigzania zadan
T 7 5.06.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

Zadanie 1. Wykaz, ze réwnanie a? + b?> = 16¢3 + 8¢? + 4c + 3 dla a,b,c
bedacymi liczbami catkowitymi dodatnimi, nie ma rozwiazan.

Autor zadania: Maria Janyska
Rozwiazanie: Skoro rozpatrujemy liczby catkowite, mozemy skupié sie na
podzielnosciach obu stron réwnania. Przedstawmy prawa strone w postaci

4(4c® + 2% +¢)+3=3 (mod 4).

Przystawanie zachodzi bez wzgledu na warto$¢ c. Przyjrzyjmy sie teraz lewej
stronie réwnania, a dokladniej temu, jakie reszty (mod 4) moga przyjmowaé
kwadraty liczb catkowitych.

Jakie wiec reszty moze mie¢ wyrazenie a? + b%? Oczywiécie moze przyjmowaé
wartosci 0+0 =0,0+1= 1,141 = 2 (mod 4), nigdy za$ nie przyjmuja
reszty 3. Oznacza to, ze reszta (mod 4) lewej strony jest nieréwna reszcie
prawej strony, co pokazuje, ze istotnie réwnanie nie ma rozwiaza¢ w lizbach
calkowitych, co nalezato wykazacé.
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' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

Zadanie 2. Na boku CD kwadratu ABC'D wybrano dowolny punkt F.
Dwusieczna kata <EAB przecina bok BC' w punkcie F. Wykaz, ze |AE| =
|DE| + | BF|.

Zrédto zadania: Matematyka. Arkusze maturalne. Poziom rozszerzony To-
masz Mastowski, Piotr Nodzynski, Stomiriska Elzbieta, Anna Toruriska, Zelek
Janina, Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2024

Wybér zadania: Maria Janyska

Rozwigzanie: Obré¢émy kwadrat o 90° przeciwnie do ruchu wskazéwek ze-
gara, tak jak na rysunku. Punkt F' przechodzi na punkt F’, przy czym z
wlasnosci obrotu S FAF’ = 90°.

c’ F’ D E C

F

D’ B
A

Przeksztalémy nastepujaco prawa strone tezy:
|DE| + |BF| = |DE|+ |DF'| = |[EF'|.

Musimy wiec pokazaé, ze tréjkat AF’'EA jest réwnoramienny, co otrzymamy
przez prosty rachunek katéw.

JEF'A=JBFA=JFAD = JFAE + JEAD = JFAB + JEAD =
JF'AD + SEAD = SEAF’

Skoro mamy réwnosé katéw SEF'A = SEAF’, tréjkat AF'EA jest réwno-
ramienny, co daje nam teze o réwnosci odcinkéw.
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' v Nastepnych zadan mozecie

MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Zadanie 1. Wykaz, ze liczba 17422 — 2622 jest podzielna przez 148.

Autor zadania: Maja Chlewicka

Rozwigzanie:
17472 — 26%% =

= (174 — 26)(174%" +174%0 .26 + - - - + 174 - 26%° + 26*")
=148 - (174%1 +174%° . 26 + - - - + 174 - 26*° 4 2621).

(17421 417420 .26 + - - - + 174 - 2620 + 2621) € Z, czyli liczba jest podzielnia
przez 148.
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m Rozwigzania zadan
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' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

|| Zadanie 2. Dwéch matematykéw wybralo sie na wycieczke samochodem.
Nagle zauwazyli, ze licznik samochodu wskazal 75957 przejechanych kilome-
tréw, czyli liczbe, ktéra czytana od przodu i od tylu jest identyczna. Godzine
pdzniej zauwazyli, ze sytuacja sie powtérzyla. Z jaks predkoscig jechali?

Zrédto zadania: szaloneliczby.pl

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maja Chlewicka
Rozwigzanie: Najblizszym palindromem jest liczba 76067 i taki tez bedzie
Wynli(k przejechanych kilometréw. To oznacza, ze musieli jechaé¢ z predkoscia
110 5=

Strona 2 z 2



m Rozwigzania zadan
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' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

I Zadanie 1. Cgzy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, ze kazda z
liczb ab, be, ca konczy sie cyframi 207

Zrédto zadania: Kwadrat nr 11, Gazetka Olimpiady Matematycznej Gim-
nazjalistéw, grudzien 2013

Wybér zadania: Antonina Pajek

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze jesli liczba konczy sie cyframi 20, to dzieli sig¢
przez 5, ale nie przez 25 (bo liczby podzielne przez 25 maja dwie ostatnie
cyfry 00, 25, 50 lub 75). Przypusémy, ze istnieja opisane w zadaniu liczby a,
b, c. Kazda z liczb ab, bc, ca ma woéwczas w rozktadzie na czynniki pierwsze
dokladnie jedna piatke. Stad iloczyn ab - be - ca = (abe)? ma w rozkladzie
na czynniki pierwsze dokladnie trzy piatki, co jest niemozliwe, poniewaz jest
kwadratem liczby calkowitej (wszystkie czynniki pierwsze wystepuja parzysta
liczbe razy w jego rozkladzie).
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' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

Zadanie 2. Wyznacz reszte z dzielenia 345°7° przez 16.

Autor zadania: Antonina Pajek
Rozwigzanie: Zobaczmy ze

345%7 = 957 (mod 16)

Wiemy ze
9=9 (mod 16)

oraz

92 =1 (mod 16).

Zatem mozemy rozpisac:
345579 = (92)3%9.9=1.9=9 (mod 16).

Zatem szukana reszta jest 9.
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MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

|| Zadanie 1. Kwadrat ABC'D ma bok dlugoéci 3. Niech E bedzie takim punk-
tem na odcinku CD, ze DE = 1. Odcinki AE i BD przecinaja sie w F'. Niech
D', E’ beda odbiciami odpowiednio punktéw D, E wzgledem F. Wyznaczy¢
pole czworokata ABD'E’.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie: Przez [X] bedziemy oznaczaé pole figury X. Tréjkaty DEF
i D'E'F sa przystajace na mocy cechy bok-kat-bok, wiec maja réwne pola.
Stad wynika, ze

[ABD'E'] = [ABCD]|—(|[ADF|+|D’'E'F])~[BCD] = [ABCD]—[ADE]~[BCD].

F.atwo mozna obliczy¢
[ABCD]=3-3=09,

1-
pE) =133
2 2
3-3 9
BCD|=—=—
Bep| =22 =7,
wiec
3 9
ABD'E'|=9— - - > =3.
Zatem szukane pole wynosi 3.
D =E C
N |
N o //
\\ F
y\\
Sa
’E' \\\ D'
A B
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’ v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

I Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
spekliajacych uktad réwnan

a = bc?
b = ca?
¢ = ab?

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie: Skoro a,b, ¢ sa dodatnie, to sg niezerowe. Mnozac dane trzy
réwnania stronami otrzymujemy abc = 1. Stad

2 _ ¢ 2

= - << c=a".
a

a = bc

Podobne operacje przeprowadzamy na drugim i trzecim réwnaniu, aby w kon-
cu otrzymaé uklad réwnan

a = b2
b=c?
c=a?

Mamy wiec
a=bt=ct=d® = d" =1

Identycznie wykazujemy, ze b” = 1 = ¢’, skad wynika, ze jedynym rozwigza-
niem ukladu jest tréjka a =b=c=1.
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MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

|| Zadanie 1. Wyobraz sobie, ze korzystasz z tradycyjnego zegara i wybila
godzina 9:00. Po jakim czasie wskazowki zegara utworza kat 90°7

Autor zadania: Tomasz Kossakowski

Rozwiazanie:Po 32% minutach.

W godzine wskazéwka minutowa (niech bedzie niebieska) porusza sie o 360°,
czyli w minute przekreci sie o 6°.

Wskazéwka godzinowa (niech bedzie czerwona) porusza sie o %O = 30°, czyli
przesuwa sie o 0,5° na minute.

O godzinie 9:00 pozycja niebieskiej wskazdéwki to 0°, a czerwonej — (0° —90°).
Po ¢ minutach pozycje to 6t° i 0,5t° — 90°. Wtedy szukamy najmniejszego
t > 0, spelniajacego réwnanie

|6t — (0,5t — 90) | = 270.

Wtedy 5,5t 4+ 90 = 270 lub 5,5t 4+ 90 = —270, czyli 5,5t = 180, t = 321%, bo

z drugiego réwnania wychodzi ujemny czas. |
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Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie w liczbach rzeczywistych:

x2025 4 x2024y + 372023:’-/ N 3322/2023 4 my2024 + y2025 =0.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie: Ze wzoru skréconego mnozenia

an _ bn — (CL _ b) (anfl 4 an72b+ CL7173b2 4+ aan73 4 abn72 4 bnfl)

mozemy wywnioskowadé, ze jezeli x — y # 0 (przypadek ten sprawdzimy poni-
zej), to
22026 _ 2026

132025 4 x2024y 4 132023?}2 NI x2y2023 4 xy2024 + y2025 — p—"

207

zatem 22026 = 2026 wtedy |x| = |y, czyli x = y lub x = —y.

Gdy x = y, réwnanie przybiera postaé
x2025 + x2025 + .132025 +.+ 332025 + 1'2025 + x2025 =0 20261’2025 — 0’

wtedy (x,y) = (0,0).

Gdy x = —y, rownanie przybiera postaé
22025 _ 22025 4 2025 2025 02025 2025 _ () 0=0,
czyli rozwiazaniami réwnania sa takie x,y, ze x = —y. |
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Zadanie 3. Stereoizomery to czasteczki, ktére maja taki sam sklad che-
miczny (czyli skladaja sie z tych samych atoméw i maja taka sama liczbe
kazdego rodzaju atomu), maja takie same polaczenia miedzy atomami, ale
roznia sie przestrzennym ulozeniem tych atomoéw.

Wyobraz sobie to tak: masz dwa ludziki LEGO zlozone z dokladnie tych
samych klockéw. Kazdy klocek jest taki sam i jest w tej samej liczbie. Ale
jeden ludzik ma reke wyciagnieta w prawo, a drugi w lewo. Niby to samo, ale
wygladaja inaczej — i moga zachowywaé sie inaczej, np. pasowaé¢ do innych
elementéw w rézny sposob.

W chemii stereoizomery tez moga zachowywac si¢ inaczej — cho¢ maja taki
sam ,przepis” (wzér chemiczny), to przez inne ulozenie atoméw moga mieé
rézne wiasciwosci: smak, zapach, a nawet dzialanie w organizmie.

W chemii organicznej od kazdego wegla odchodza 4 kreski. Ponizej przed-
stawiono pewien zwiazek chemiczny. Jest to kwas 2-amino-3-hydroksybutanowy
(nazwa nie jest wazna). Zauwaz, ze ma on 4 stereoizomery (zaldézmy, ze odbicia
lustrzane to inne stereoizomery). Grupa jest ciag atoméw polaczony kreska-
mi, ktérg na potrzeby zadania mozemy potraktowaé jak atom.

Przy czerwonym weglu C grupa OH moze byé¢ na gorze, lub na dole. Przy
niebieskim weglu C grupa NI, — tak samo.

H H OH H
| ]
HsC——C——C——CO,H  H3C——C—C——CO,H
] ]
OH NI, H NH,
OH NH, H NH,
] ]
HsC—C—C—CO,H  H3C——C——C——CO,H
] ]
H H OH H

Ile stereoizomeréw ma hipotetyczny zwiazek, ktory miedzy grupami

HiC——...—— CO,H
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ma n wegli, gdzie od kazdego wegla ¢ odchodzi doktadnie jeden wodér H oraz
jedna grupa R?, gdzie w catym zwiazku grupy R', R?, ..., R" sa parami rézne
oraz inne niz H, H3C i CO,H?

Dla lepszego zobrazowania, ponizej przedstawiono zwiazek dla n = 4:

C—C—C—C

R3

HsC C COzH
H
Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze przy umiejscowieniu kazdej grupy R* przy i-tym

atomie wegla, mamy dwie mozliwosci — gora i dot. Zatem z reguly mnozenia,
wszystkich stereoizomerdéw jest

2:2:2.2:2:2....:2:2.2.2=2",

n dwéjek, bo n atomoéw wegla
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Zadanie 4. Dla jakich wartoéci n € Z wyrazenie

4An* — 48n3 + 168n? — 144n + 60
n? —6n+3

przyjmuje wartosci dodatnie catkowite?

Autor zadania: Tomasz Kossakowski

Rozwigzanie:

Sposéb 1: Podzielmy wielomian 4n* —48n34168n2 —144n+60 przez wielomian
n? —6n+3:

4n? —  2n + 12
n® —6n+3)4n* — 4803 4 168n2 — 144n + 60
An* — 24n3 + 12n?
—24n3 + 156n% — 144n
—24n3 + 144n% — T2n

12n? — T72n + 60
12n% — 72n + 36
24
Wynika z tego, ze
4n* — 48n? +168n? — 144n + 60 24

an? —2Un+124+ —— .
nZ—6n+3 " nt +n2—6n—|—3

Zauwazmy, ze zeby ta liczba byla calkowita, to n? —6n+3 musi byé dzielnikiem
24. Wyrazenie n? — 6n + 3 dla n = {1,2,3,4,5} przyjmuje wartosci ujemne,
dla reszty liczb naturalnych — wartosci dodatnie.

Dzielniki liczby 24, ktore bedziemy rozpatrywaé to

Doy = {+1,+2,+3,+4,6,8, 12, 24}.

4n*—48n°+168n>—144n+60
n2—6n-+3

kowitych wiekszych niz 5. Poszukajmy zatem naszych n. Zeby nie sprawdzaé
wszystkich dzielnikéw, poszukajmy, ktore z nich sa potencjalnymi kandyda-
tami.

Dodatkowo wiadomo, ze jest dodatnie dla liczb cal-
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Rozwazmy réwnanie:
n?—6n+3=k<=n?*—6n+(3-k) =0,

gdzie k € Dyy. Checemy wyznaczy¢ te wartosci catkowite k, dla ktorych row-
nanie ma catkowite rozwigzania n. Wtedy pierwiastek z wyrdznika tréjmianu
kwadratowego musi by¢ calkowity parzysty:

A=(—6)—4-1-(3—k)=36—-4(3—k)=36—12+4k =24 + 4k

224
k= mT dla pewnego parzystego m € Z .
Takiej postaci sa tylko k = —2 i k = 3. Wtedy:
n?—6n+5=0<=n=1lubn=>5

oraz
n?—6n=0<=n=01Iubn=_6.

7 tych rozwiazan pasujace jest tylko n = 6 i jest to rozwiazanie naszego
zadania. ™

Sposéb 2: Cheemy rozdzieli¢ licznik jako:
(n? —6n+3)(An®> +Bn+C) + D
Rozwijamy iloczyn:
(n?—6n+3)(An*+Bn+C) = An*+(B—6A)n>+(C—6B+3A)n*+(—6C+3B)n+3C
Dodajac reszte D, mamy:
An* + (B — 6A)n® + (C — 6B + 3A)n* 4+ (—6C + 3B)n + (3C + D)
Poréwnujemy wspdlczynniki z licznikiem:

A=4
B-6A=—48= B =-24
C—-6B+3A=168=C=12
—6C 4+ 3B = —144 (spelnione)
3C+D=60=D=24
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Podstawiajac wszystko, mamy:

4An* — 48n3 + 168n? — 144n + 60 24
=4n% — 24 12+ ———
n2—6mn+3 " ne +n2—6n+3

Zauwazmy, ze zeby ta liczba byla catkowita, to n? —6n-+3 musi by¢é dzielnikiem
24. Wyrazenie n? — 6n + 3 dla n = {1,2,3,4,5} przyjmuje wartosci ujemne,
dla reszty liczb naturalnych — wartosci dodatnie.

Dzielniki liczby 24, ktore bedziemy rozpatrywacé to

Doy = {+£1,42,+3,+4,6,8,12,24}.

4n*—48n°+168n2 —144n+60
n2—6n+3

kowitych wiekszych niz 5. Poszukajmy zatem naszych n. Zeby nie sprawdzaé
wszystkich dzielnikéw, poszukajmy, ktére z nich sa potencjalnymi kandyda-
tami.

Rozwazmy rownanie:

jest dodatnie dla liczb cat-

Dodatkowo wiadomo, ze

n?—6n+3=k<=n>—6n+3-k) =0,

gdzie k € Dyy. Checemy wyznaczy¢ te wartosci catkowite k, dla ktorych row-
nanie ma catkowite rozwigzania n. Wtedy pierwiastek z wyrédznika tréjmianu
kwadratowego musi by¢ calkowity parzysty:

A=(—6)2—4-1-(3—k)=36—4(3—k)=36— 12+ 4k = 24 + 4k

2
—24
k= mT dla pewnego parzystego m € Z.

Takiej postaci sa tylko k = —2 i k = 3. Wtedy:

n—6n+5=0<=n=1lubn=>5

oraz
n?—6n=0<=n=0Ilubn=6.

Z tych rozwigzan pasujace jest tylko n = 6 i jest to rozwiazanie naszego
zadania. m
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|| Zadanie 1. W urnie znajduja si¢ kule biale, niebieskie i czarne. Wiemy, ze
kul biatych jest o 6 wiecej niz kul niebieskich, ponadto prawdopodobienstwo
wylosowania z poosréd tych kul w jednokrotnym losowaniu kuli czarnej wynosi
%, za$ kuli niebieskiej % Tle jest kul poszczegdlnych kolorow?
Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwiazanie: Oznaczmy liczby kul biatych, niebieskich i czarnych kolejno
przez b, n i c. Wszystkich kul jest tacznie b+ n+ c. Zalozenia naszego zadania
prezentuja si¢ nastepujaco:

b=n+6
c 1

b+n+c 2
n 1

b+n+c 7

7 drugiego warunku, po przemnozeniu przez mianowniki dostajemy 2¢c = b +
n+ccezylic=b+n=(n+6)+n = 2n+6 Podstawiajac te dane do trzeciego
rownania dostajemy:

n _1
b+n+c 7
n _1
(n+6)+n+(2n+6) 7
n 1
int12 7

Wymnazajac przez mianowniki mamy:

™m=4n+ 12
3n =12
n=4

Stad juz szybkob=n+6=4+6=10 oraz c = b+ n = 10+ 4 = 14. Zatem
kul biatych, niebieskich i czarnych jest kolejno 10, 4 i 14.
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I Zadanie 2. Dane sa dwie liczby rzeczywiste a i b takie, ze liczby a + b, ab\/a
oraz abv/b sa wymierne. Wykaz, ze réwniez a i b sa wymierne.

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze jesli ktéras z liczb a, b jest réwna 0,
to z tresci dostajemy, ze je$li a = 0, to wymierna jest a +b =0+0 = b
i odwrotnie. Stad dla tego przypadku mamy teze. Ponadto a i b muszg by$
nieujemne ze wzgledu na zadane w zalozeniu pierwiastki. Zatem w dalszej
czesci bede zaktadal a > 01 b > 0.

Faktem jest, ze iloczyn liczb wymiernych tez jest liczbg wymierna. W szcze-
golnosci takim iloczynem jest kwadrat, a zatem liczby (ab\/ﬁ)2 = (ab)®-a oraz

2
(abﬁ) = (ab)? - b s3 wymierne.

Kontynuujac, wiemy ze suma liczb wymiernych jest wymierna, zatem wymier-
na jest liczba (ab)®-a+ (ab)*-b = (ab)®- (a + b). Wiemy jednak, ze suma a + b
jest wymierna i niezerowa, zatem réwniez (ab)? musi byé wymierna. Wiemy
ponadto, ze jest niezerowa.

Rozwazmy teraz réznice liczb wymiernych. Ona réwniez musi by$ wymierna,
a zatem liczba (ab)® - a — (ab)® - b = (ab)® - (a — b) jest wymierna. Wiemy
natomiast, ze (ab)? jest wymierna i niezerowa, zatem réwniez a — b musi by¢
wymierne. Mamy zatem, ze a + b i a — b sa wymierne, wigc wymierne sa ich
suma i réznica, czyli kolejno 2a i 2b. Polowa liczby wymiernej jest jednak
réwniez wymierna, wiec ostatecznie wymierne musza byé a i b. To konczy
dowdd.
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I Zadanie 1. W turnieju tenisa stotowego, zorganizowanego z okazji Dnia Ojca
wzieto udzial 50 Ojcow i 50 synéw. Kazdy para rozegralta jeden mecz z kazda
inng para, nie bylo remiséw. Czy mozliwe jest, aby kazda z par wygrala te
sama liczbe meczéw? Odpowiedz uzasadnij.

Zrédto zadania: IV Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Grzegorz Rudnicki
Rozwigzanie: Taka sytuacja jest niemozliwa.

Przyjmijmy, ze kazda para wygrala k € Z meczéw. Wowczas liczba wszyst-
kich meczéw wygranych, a wiec i rozegranych w turnieju wynosi 50k. Z dru-
giej strony kazdy zawodnik przegral dokladnie 49 — k meczéw. Zatem liczba
wszystkich meczdéw przegranych, a wiec i rozegranych w turnieju wynosi 50(49—
k). Wobec tego 50k = 50(49 — k), skad obliczamy k = %) ¢ Z. Otrzymali$my
sprzeczno$¢, ktora koniczy rozwiazanie zadania.
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|| Zadanie 1. Wpisz w kwadraciki wszystkie liczby od 1 do 10 tak, aby zacho-
dzity wszystkie réwnosci.

- X
'SR 'SR
~— —

Autor zadania: Olimpiady i konkursy matematyczne Henryk Pawlowski, wy-
danie ITI, Torun 2011 r., Oficyna Wydawnicza ,, Tutor”

Wybér zadania: Scarlett Lafa

Rozwigzanie:

) (4)+(5)-[5
- X
1 2
- [ )+ [0 ][
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I Zadanie 2. Wykaz, ze jesli a # 0 to

250
L+ 5>
a
Autor zadania: Scarlett Lafa
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze sume

250
(14 + 3
a

mozna zapisaé¢ jako
4, 125 125
“rtE T
7 nieréwnosci Cauchy’ego migdzy $rednimi wiemy, ze Srednia arytmetyczna
danych liczb dodatnich jest wigksza lub réwna od éredniej geometrycznej tych
liczb. Wiec:

ol 4% 155
3 = a2 2
125 125
at+ 4+ 2355
a a
2
a4+g
a

a

=75
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|| Zadanie 1. Znajdz najmniejsza liczbe catkowita nieujemng n, ze liczba
n?+n+41

jest ztozona.

Autor zadania: Robert Rosczak

Odpowiedz: n = 40.

Rozwigzanie: Ten wielomian jest znany jako Wielomian Eulera. Jego szcze-
gbélna wlasnoscig jest to, ze przyjmuje wartosci pierwsze dla n < 40. Dla
n = 40 mamy 402 4 40 + 41 = 412, wiec rozwiazaniem jest n = 40. Alter-
natywnie mozna sprawdzi¢ pierwszos¢ pierwszych 40 wyrazéw by otrzymad
wynik.
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I Zadanie 2. W klasie jest n chlopcéw i n dziewczyn. Znajdz najmniejsza taka
liczbe catkowita k taka, ze jezeli istnieje co najmniej k réznych par dzieci
réznych plci, ktore sie nawzajem znaja, to da sie polaczyé wszystkie dzieci
w pary tak, zeby sparowane osoby sie znaly i kazda osoba miala dokladnie
jednego partnera przeciwnej plci.

Autor zadania: Robert Rosczak

Odpowiedz: k =n? —n + 1.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jezeli k < n? —n, to pewien osobnik moze nie
zna¢ nikogo przeciwnej plci, w zwiazku z czym nie da si¢ spelni¢ warunkow
zadania. Udowodnimy teraz, ze n? — n + 1 wystarczy.

Sposadb 1: Zastosujemy indukcje. Udowodnimy, ze mozna znalez¢ takie 2 oso-
by, ktore posiadaja tacznie nie wiecej niz 2n — 2 znajomosci. Wtedy mozemy
zastosowaé zalozenie indukcyjne dla n—1, poniewaz wéréd pozostalych 2n —2
dzieci istnieje n2 —n+1-2n+2 = (n—1)?—(n—1)+1 znajomosci. Wybierzmy
dowolna osobe ktéra ma mniej niz n znajomych i dowolnego jej znajomego.
Ich laczna liczba znajomych to najwyzej (n — 1) + n zmniejszona o powtdrze-
nia, czyli ich wspélna znajomosé. Oznacza to, ze sparowanie ich usunie 2n — 2
znajomosci i mozna zastosowaé zatozenie indukcyjne na pozostate osoby, ckd.
Sposaéb 2: Rozwazmy eksperyment losowy: Dobierzmy pary losowo, bez wzgle-
du na to czy osoby sie znaja. Oznaczmy przez S; czy i-ta dziewczyna zna swo-
jego partnera. (Wtedy S; = 1, inaczej S; = 0.) Ponadto niech S = S1+...4+5,.
Naszym celem jest znalezienie takiego ustawienia, ze S = n. Obliczmy wartosé
oczekiwana S:

" n? - 1 2 _n+1 1
ElS] =S E[s] =S RS ==Y Lt ot =n—1+=
3 1=1

Poniewaz warto$é¢ oczekiwana to érednia wszystkich wartosci, to w szczegdl-
nosci musi istnie¢ wartos¢ nie mniejsza niz n — 1 + % Niech S,, bedzie taka
wartoscia. Poniewaz S przyjmuje tylko wartosci catkowite, to z .S, > n— 1—&—%
wynika, ze S > n, wiec .S, = n, co konczy dowdd.
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Sposéb 3: Na mocy Twierdzenia Halla, skojarzenie w grafie dwudzielnym
istnieje wtedy i tylko wtedy gdy kazda grupa m chtopcéw zna co najmniej
m réznych dziewczyn. Zaldézmy przeciwnie, ze dla pewnego m, istnieje gru-
pa chlopcow znajaca tylko m — 1 dziewczyn. Wtedy kazdy z nich nie zna
zadnej z pozostalych n + 1 — m dziewczyn, wigc mozemy oszacowac liczbe
nieistniejacych znajomosci przez

X>mn+1-—m)>n

Ostatnie przejscie jest rownowazne z n > m > 0. Oznacza to, ze aby warunek
Halla nie byl spelniony, to liczba krawedzi nie moze przekraczaé n? — n, czyli
dla k = n? —n + 1 na mocy Twierdzenia Halla istnieje skojarzenie.
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