m Rozwigzania zadan
T z 19.06.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz jutro!

|| Zadanie 1. Wyobraz sobie, ze korzystasz z tradycyjnego zegara i wybila
godzina 9:00. Po jakim czasie wskazowki zegara utworza kat 90°7

Autor zadania: Tomasz Kossakowski

Rozwiazanie:Po 32% minutach.

W godzine wskazéwka minutowa (niech bedzie niebieska) porusza sie o 360°,
czyli w minute przekreci sie o 6°.

Wskazéwka godzinowa (niech bedzie czerwona) porusza sie o %O = 30°, czyli
przesuwa sie o 0,5° na minute.

O godzinie 9:00 pozycja niebieskiej wskazdéwki to 0°, a czerwonej — (0° —90°).
Po ¢ minutach pozycje to 6t° i 0,5t° — 90°. Wtedy szukamy najmniejszego
t > 0, spelniajacego réwnanie

|6t — (0,5t — 90) | = 270.

Wtedy 5,5t 4+ 90 = 270 lub 5,5t 4+ 90 = —270, czyli 5,5t = 180, t = 321%, bo

z drugiego réwnania wychodzi ujemny czas. |
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Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie w liczbach rzeczywistych:

x2025 4 x2024y + 372023:’-/ N 3322/2023 4 my2024 + y2025 =0.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie: Ze wzoru skréconego mnozenia

an _ bn — (CL _ b) (anfl 4 an72b+ CL7173b2 4+ aan73 4 abn72 4 bnfl)

mozemy wywnioskowadé, ze jezeli x — y # 0 (przypadek ten sprawdzimy poni-
zej), to
22026 _ 2026

132025 4 x2024y 4 132023?}2 NI x2y2023 4 xy2024 + y2025 — p—"

207

zatem 22026 = 2026 wtedy |x| = |y, czyli x = y lub x = —y.

Gdy x = y, réwnanie przybiera postaé
x2025 + x2025 + .132025 +.+ 332025 + 1'2025 + x2025 =0 20261’2025 — 0’

wtedy (x,y) = (0,0).

Gdy x = —y, rownanie przybiera postaé
22025 _ 22025 4 2025 2025 02025 2025 _ () 0=0,
czyli rozwiazaniami réwnania sa takie x,y, ze x = —y. |
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Zadanie 3. Stereoizomery to czasteczki, ktére maja taki sam sklad che-
miczny (czyli skladaja sie z tych samych atoméw i maja taka sama liczbe
kazdego rodzaju atomu), maja takie same polaczenia miedzy atomami, ale
roznia sie przestrzennym ulozeniem tych atomoéw.

Wyobraz sobie to tak: masz dwa ludziki LEGO zlozone z dokladnie tych
samych klockéw. Kazdy klocek jest taki sam i jest w tej samej liczbie. Ale
jeden ludzik ma reke wyciagnieta w prawo, a drugi w lewo. Niby to samo, ale
wygladaja inaczej — i moga zachowywaé sie inaczej, np. pasowaé¢ do innych
elementéw w rézny sposob.

W chemii stereoizomery tez moga zachowywac si¢ inaczej — cho¢ maja taki
sam ,przepis” (wzér chemiczny), to przez inne ulozenie atoméw moga mieé
rézne wiasciwosci: smak, zapach, a nawet dzialanie w organizmie.

W chemii organicznej od kazdego wegla odchodza 4 kreski. Ponizej przed-
stawiono pewien zwiazek chemiczny. Jest to kwas 2-amino-3-hydroksybutanowy
(nazwa nie jest wazna). Zauwaz, ze ma on 4 stereoizomery (zaldézmy, ze odbicia
lustrzane to inne stereoizomery). Grupa jest ciag atoméw polaczony kreska-
mi, ktérg na potrzeby zadania mozemy potraktowaé jak atom.

Przy czerwonym weglu C grupa OH moze byé¢ na gorze, lub na dole. Przy
niebieskim weglu C grupa NI, — tak samo.

H H OH H
| ]
HsC——C——C——CO,H  H3C——C—C——CO,H
] ]
OH NI, H NH,
OH NH, H NH,
] ]
HsC—C—C—CO,H  H3C——C——C——CO,H
] ]
H H OH H

Ile stereoizomeréw ma hipotetyczny zwiazek, ktory miedzy grupami

HiC——...—— CO,H
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ma n wegli, gdzie od kazdego wegla ¢ odchodzi doktadnie jeden wodér H oraz
jedna grupa R?, gdzie w catym zwiazku grupy R', R?, ..., R" sa parami rézne
oraz inne niz H, H3C i CO,H?

Dla lepszego zobrazowania, ponizej przedstawiono zwiazek dla n = 4:

C—C—C—C

R3

HsC C COzH
H
Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze przy umiejscowieniu kazdej grupy R* przy i-tym

atomie wegla, mamy dwie mozliwosci — gora i dot. Zatem z reguly mnozenia,
wszystkich stereoizomerdéw jest

2:2:2.2:2:2....:2:2.2.2=2",

n dwéjek, bo n atomoéw wegla
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Zadanie 4. Dla jakich wartoéci n € Z wyrazenie

4An* — 48n3 + 168n? — 144n + 60
n? —6n+3

przyjmuje wartosci dodatnie catkowite?

Autor zadania: Tomasz Kossakowski

Rozwigzanie:

Sposéb 1: Podzielmy wielomian 4n* —48n34168n2 —144n+60 przez wielomian
n? —6n+3:

4n? —  2n + 12
n® —6n+3)4n* — 4803 4 168n2 — 144n + 60
An* — 24n3 + 12n?
—24n3 + 156n% — 144n
—24n3 + 144n% — T2n

12n? — T72n + 60
12n% — 72n + 36
24
Wynika z tego, ze
4n* — 48n? +168n? — 144n + 60 24

an? —2Un+124+ —— .
nZ—6n+3 " nt +n2—6n—|—3

Zauwazmy, ze zeby ta liczba byla calkowita, to n? —6n+3 musi byé dzielnikiem
24. Wyrazenie n? — 6n + 3 dla n = {1,2,3,4,5} przyjmuje wartosci ujemne,
dla reszty liczb naturalnych — wartosci dodatnie.

Dzielniki liczby 24, ktore bedziemy rozpatrywaé to

Doy = {+1,+2,+3,+4,6,8, 12, 24}.

4n*—48n°+168n>—144n+60
n2—6n-+3

kowitych wiekszych niz 5. Poszukajmy zatem naszych n. Zeby nie sprawdzaé
wszystkich dzielnikéw, poszukajmy, ktore z nich sa potencjalnymi kandyda-
tami.

Dodatkowo wiadomo, ze jest dodatnie dla liczb cal-
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Rozwazmy réwnanie:
n?—6n+3=k<=n?*—6n+(3-k) =0,

gdzie k € Dyy. Checemy wyznaczy¢ te wartosci catkowite k, dla ktorych row-
nanie ma catkowite rozwigzania n. Wtedy pierwiastek z wyrdznika tréjmianu
kwadratowego musi by¢ calkowity parzysty:

A=(—6)—4-1-(3—k)=36—-4(3—k)=36—12+4k =24 + 4k

224
k= mT dla pewnego parzystego m € Z .
Takiej postaci sa tylko k = —2 i k = 3. Wtedy:
n?—6n+5=0<=n=1lubn=>5

oraz
n?—6n=0<=n=01Iubn=_6.

7 tych rozwiazan pasujace jest tylko n = 6 i jest to rozwiazanie naszego
zadania. ™

Sposéb 2: Cheemy rozdzieli¢ licznik jako:
(n? —6n+3)(An®> +Bn+C) + D
Rozwijamy iloczyn:
(n?—6n+3)(An*+Bn+C) = An*+(B—6A)n>+(C—6B+3A)n*+(—6C+3B)n+3C
Dodajac reszte D, mamy:
An* + (B — 6A)n® + (C — 6B + 3A)n* 4+ (—6C + 3B)n + (3C + D)
Poréwnujemy wspdlczynniki z licznikiem:

A=4
B-6A=—48= B =-24
C—-6B+3A=168=C=12
—6C 4+ 3B = —144 (spelnione)
3C+D=60=D=24
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Podstawiajac wszystko, mamy:

4An* — 48n3 + 168n? — 144n + 60 24
=4n% — 24 12+ ———
n2—6mn+3 " ne +n2—6n+3

Zauwazmy, ze zeby ta liczba byla catkowita, to n? —6n-+3 musi by¢é dzielnikiem
24. Wyrazenie n? — 6n + 3 dla n = {1,2,3,4,5} przyjmuje wartosci ujemne,
dla reszty liczb naturalnych — wartosci dodatnie.

Dzielniki liczby 24, ktore bedziemy rozpatrywacé to

Doy = {+£1,42,+3,+4,6,8,12,24}.

4n*—48n°+168n2 —144n+60
n2—6n+3

kowitych wiekszych niz 5. Poszukajmy zatem naszych n. Zeby nie sprawdzaé
wszystkich dzielnikéw, poszukajmy, ktére z nich sa potencjalnymi kandyda-
tami.

Rozwazmy rownanie:

jest dodatnie dla liczb cat-

Dodatkowo wiadomo, ze

n?—6n+3=k<=n>—6n+3-k) =0,

gdzie k € Dyy. Checemy wyznaczy¢ te wartosci catkowite k, dla ktorych row-
nanie ma catkowite rozwigzania n. Wtedy pierwiastek z wyrédznika tréjmianu
kwadratowego musi by¢ calkowity parzysty:

A=(—6)2—4-1-(3—k)=36—4(3—k)=36— 12+ 4k = 24 + 4k

2
—24
k= mT dla pewnego parzystego m € Z.

Takiej postaci sa tylko k = —2 i k = 3. Wtedy:

n—6n+5=0<=n=1lubn=>5

oraz
n?—6n=0<=n=0Ilubn=6.

Z tych rozwigzan pasujace jest tylko n = 6 i jest to rozwiazanie naszego
zadania. m
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