m Rozwigzania zadan
Tl 2 19.05.2025

' v Nastepnych zadan mozecie
MathLovers spodziewaé si¢ juz dzisiaj!

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite m,n spel-
niajace
3"?7, + 571, — 20252025.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie:

Sposdb 1: Zauwazmy, ze skoro m,n > 0, to jedyna liczba pierwsza dzielaca
3™ to 3, w szczegblnosci liczba ta nie jest podzielna przez 2. Podobnie 2 nie
jest dzielnikiem 5", czyli obie te liczby sa nieparzyste. Zatem ich suma jest
parzysta, jednak 20252°2% jest nieparzyste, a to daje sprzecznosé, wiec takie
liczby nie istnieja. ]

Sposob 2: Zauwazmy, ze obie liczby 3™, 20252925 s3 podzielne przez 3, jednak
jedyna liczba pierwsza dzielaca 5™ to 5, wiec lewa strona réwnania nie jest
podzielna przez 3, a prawa jest. To daje sprzecznosé. |
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Problem 2. Let ABC be a triangle. Point D is the intersection of side AB
with the angle bisector of $ACB. Points F and F are the orthogonal projec-
tions from point D onto lines AC' and BC', respectively. Prove that CE = CF.

W dzisiejszych czasach matematyka i angielski to kluczowe umiejetnosci. Uczac
sie matematyki po angielsku, zyskujemy dostep do globalnej wiedzy i nowych
mozliwoéci. Dlatego przedstawiam to zadanie zadanie i do niego liste stéw:

triangle trojkat angle bisector dwusieczna kata
side bok intersection punkt przeciecia
angle kat is equal to/equals jest rowny
line prosta orthogonal projection  rzut prostokatny
prove udowodnij

Rozwigzanie w jezyku polskim dostepne jest na kolejnej stronie

Author of the problem: Tomasz Kossakowski

Solution:

Method 1: Note that ADEC = ADFC by the Angle-Side-Angle (ASA)
congruence criterion: ECD = JFCD = o, DC = DC, and <CDE =
JCDF =90° — «, hence CE = CF.

Method 2: Let AC = z, BC =y, AD = ', BD = 4/, and let the height of
triangle ABC dropped onto side AB be h (the figure is on the next page).
From the angle bisector theorem:

r
= 1
=7 1)
We also calculate the ratio of the areas of triangles ABC and BDC:
Pipc 3AD-h o Pipc 3AC-DE z DE
= = — oraz = =——.
Pgpc  §BD-h Pgpc  iBC-DF y DF

Combining equality (1) with the area ratios:

PADC o :Z?l X x DFE

Pppc vy y y DF’
hence DE = DF'. From the Angle-Side-Angle congruence criterion: ADEC =
ADFC, because SCDE = SFDC = 90° — «, DE = DF and SCED =
JCFD = 90°, hence CE = CF. [ |

i
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Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest przecieciem boku AB z
dwusieczng kata SACB. Punkty E, F sa rzutami punktu D odpowiednio na
proste AC' i BC. Udowodnij, ze CE = CF.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie:

A ! /Dy B

Sposéb 1: Zauwazmy, ze ADEC = ADFC z mocy cechy kat-bok-kat: SECD =
JFCD = a, DC = DC oraz SJCDE = SCDF = 90° — «, czyli CE = CF.

Sposéb 2: Niech AC = x, BC =y, AD = 2/, BD = 3’ oraz niech wysoko$¢
trojkata ABC opuszczona na bok AB to h.

7 twierdzenia o dwusiecznej:
/

T
Z =, 92
L= @
Policzmy takze stosunek pél tréjkatéw ADC i BDC:
Pipc  3AD-h o Pipc 3AC-DE z DE
= = — oraz = =— —.
Pgpc  §BD-h ¥ Pgpc  iBC-DF y DF

Laczac réwnosé (2) ze stosunkami pol:

Pipc 2 = x DE

Pgpc Y

czyli DE = DF.
Z cechy kat-bok-kat: ADEC = ADFC, gdyz S9CDE = SFDC =90° — a,
DE = DF oraz SCED = 4CFD = 90°, czyli CE = CF. |
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Zadanie 3*. Dane sg liczby dodatnie a, b takie, ze a > b > 3. Rozstrzygnaé,
ktéra z ponizszych liczb jest wigksza:

a O b
Uzasadnié, dlaczego tak jest.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwiazanie: Rozwazmy funkcje

f(z) = 2+ dlaz > 0.

Oto jej wykres:

f(x) —
1.5 ¢
1 4
0.5 1
1 :I:u
2 4 6 8 10 12
Policzmy pochodna;:
d
@) = — («*) (3)
Na poczatku niech .
Y= f(ZL') =7,

wtedy .
Iny =1In (a:%> <~ hy=—--Inz.
x
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Policzmy pochodng z obu stron:

d d (1
a(lny) =% <x -1nx> .

Wiemy, ze
4 Iny = 1.dy —1In —
dz Ty A AT
oraz 4 dg(a) ah(z)
d _dg(z x
() b)) = L nw) + gla) o
Wtedy:
1 dy 1 1 ~1
Sl A |
y de z =z T z2
dy 1 —
& _ el |
dz (ac P ) ’
ale zalozylidmy, ze y = f(x) = z=, wiec
dy 1 1—Inx
= :I/‘_E .
dx x?
Mamy nasza pochodna. Jej wykres wyglada tak:
d
7.}8(‘%) 1
NE _x;_(1—zl§x)
1.5 1
1 41
0.5 1
1 ‘T |
2 4 6 8
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Kiedy ta pochodna przyjmuje wartosé 07

1 1—-Inz
() 2

Wtedy, gdy jeden z ponizszych czynnikéw zeruje sie.

8=

zz =0 1—-Inx

Wartosé funkeji f(z) = /= = 0 tyl- z?

ko wtedy, gdy = = 0, gdyz pierwia- Tak jak juz stwierdziliémy wczesniej,
stek dowolnego, niezerowego stopnia = > 0, czyli x # 0 < 22 # 0. Wtedy:
z liczby dodatniej jest dodatni. Ale

=0

0 # 0, bo funkcja f jest okreslona l-lnz=0&Inz=1
tylko dla z > 0. W tym przypadku In o 1
e’ =e Srx=e.
SR
1 (1—11158)
zr | —5— | =0=ux=ce¢
T

Skoro pochodna ma tylko jedno miejsce zerowe, oznacza to, ze dla x > e
bedzie albo zawsze ujemna, albo zawsze dodatnia. Dla jakich x bedzie ona

ujemna?
1—Inz
~~ T

>0

8=

1—Inz
2
=~

>0
l-lnr<0<«<=lhnr>1<=x>e¢

<0

Jezeli pochodna funkcji jest ujemna w przedziale (e;+00), to funkcja pier-
wotna jest $ciSle malejaca w przedziale (e; +00), w szczegdlnosci w przedziale
[3;400). Oznacza to, ze dla a > b > 3:

as < bb.
Podniesmy obie strony do (dodatniej) potegi ab (i nie zmieniamy znaku nie-
réwnosci):

ab ab

ae <bb

a® < b

I wlaénie rozwiazaliémy zadanie. |
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