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Zadanie 1. Dany jest tréjkat ABC, ktérego wysokosci pozostaja w stosunku
20 : 15 : 12. Na boku AB (najkrétszym boku tréjkata ABC) zbudowano
tréjkat réwnoboczny ABD, gdzie punkt D jest po przeciwnej stronie prostej
AB niz punkt C. Poprowadzono odcinki laczace punkty C oraz D z punktem
E, ktory jest srodkiem odcinka AB. Obliczy¢ stosunek pola tréjkata ADFE do
pola tréjkata BCE.

Autor zadania: Scarlett Lafa
Rozwigzanie:

Odp.: 3v/3:8

Na poczatku sprawdZzmy, jakim tréjkatem jest ABC' (ostrokatnym, prosto-
katnym czy rozwartokatnym).

Oznaczmy boki tréjkata ABC jako a, b, ¢, a wysokosci trojkata ABC ozna-
czamy odpowiednio hg, hp, he.

1 1 1
PABC = 5(1}7,& = §ahb = iahc

Wiemy, ze najdhuzsza wysoko$é¢ w troj-

kacie opuszczona jest zawsze na jego
a najkrétszy bok.

Zalézmy tez bez straty ogdlnosci, ze

bok AC jest najdtuzszy.

W zwiazku z tym h¢ : hg : hy =

=20:15: 12, wiec zapiszmy

4 ‘ b 1 15—11)12—1 20
2a 33—2 m—2c T

Zapisalismy wysokoéci jako 15z, 12z i 20z, bo podany zostal tylko stosunek
dtugosci wysokosci - nie podano ich dlugoéci.
Skracamy %x i otrzymujemy:

15a = 12b = 20c.
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Wyrazmy diugosci bokéw wzgledem dlugosci jednego z nich (tutaj: a):

120 = 1ba 20c = 1ba
b 15 15
BT <~ 2"
) 3
b = 1° c = 40
Zauwazmy, ze
9 25
a2+02:a2+ﬁa2:1—6a2
oraz 5 95
b=~ v ="a
4a:> 6%

czyli b2 = a? + 2 i z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wy-
nika, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

C

Boki tréjkata ABC' pozostaja w sto-
sunku 3 : 4 : 5 = |AB| : |BC| : |AC|.
Oznaczmy wiec bok BC' jako 4y i bok
AB jako 3y.
Obliczmy pole tréjkata BCE:

2

1 3
PBCE:§'4y'§y:3y'

A i t B Znajac wlasciwosci tréjkata réwno-
bocznego obliczamy pole tréjkata
ADE (potowe pola tréjkata ABD):

(3y)>V3 _ 9*V3
4 8

1
Papr = 3

D

Obliczamy stosunek poél tréjkatdw:

2
Pape _ Lgﬁ _ 3%\/3 _ 3v3
Ppce 3y? 8 }MZ 8
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Zadanie 2. Rozstrzygnad, czy liczba
5335 — 3553
jest kwadratem liczby caltkowitej.

Autor zadania: Scarlett Lafa
Rozwigzanie:

Odp.: Liczba ta nie jest kwadratem liczby caltkowitej.

Kazda liczba bedaca kwadratem liczby calkowitej spelnia nastepne warunki:

(1) jest wigksza lub réwna zero,

(2) daje reszte 1 lub 0 z dzielenia przez 4.

Warunek (1) jest speliony, bo [53%% — 35%3| > 0.

Wprowadzmy nastepujaca definicje (zgodnie z ksiazka Matematyka olimpijska:
Algebra i teoria liczb autorstwa p. Adama Neugebauera):

Niech m > 1 bedzie ustalona liczba naturalna. Moéwimy, ze liczba
catkowita a przystaje do liczby calkowitej b modulo m, gdy
m | a — b. Zapisujemy to tak:

a=b (modm).

Relacje - =+ (mod m) nazywamy kongruencja modulo m (lub
wedlug modutu m).

Jasne jest, ze a = b (mod m) <= liczby a i b daja te sama reszte
z dzielenia przez m.

Ponadto prawdziwe sa zaleznosci:
(1) a=a (mod m),
(2) a=b (mod m) = b=a (mod m),

8) a=b (mod m)Ab=c (mod m) = a=c (modm),
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(4) a=b (modm)Ac=d (modm) = a+b=c+xd (modm),
(5) a=b (mod m)Ac=d (mod m) = ab=cd (mod m).
(6) a=b (mod m) = a™=b" (mod m).

Udowodnijmy teraz warunek (2):

a=0 (mod4)=a?>=02=0 (mod 4)

a=1 (mod 4) = a>=12=1 (mod 4)

a=2 (mod4) = a?=22=4=0 (mod 4)

a=3 (mod4) = a?=32=9=1 (mod 4)

Dlaczego sprawdziliSmy juz wszystkie kwadraty liczb calkowitych? Zauwazmy,
ze jedyne mozliwe reszty z dzielenia przez 4 to {1, 2, 3,4}.

Sprawdzmy, czy warunek (2) tez jest spelniony. Zauwazmy, ze
53% = (53'7)* oraz  (53'7)? =1 (mod 4),

poniewaz 5334 jest kwadratem liczby nieparzystej.

Zatem:
53%1.53 = 1-53 (mod 4)
53% = 53 (mod 4)
53% = 53 (mod 4)
53 = 5 (mod 4)
Analogicznie:

3592 = (3526)2 oraz 35°2 =1 (mod 4),

bo 35°2 jest kwadratem liczby catkowitej parzystej.

35°2.35 = 1-35 (mod 4)
35°% = 35 (mod 4)
35°% = 35=3 (mod 4)

Wiec:
|53% —35°%| = |5 — 3| =2 (mod 4).

W zwigzku z tym liczba |53%° — 35| nie moze by¢ kwadratem liczby calko-
witej.
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